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“Quem aumenta sua fortuna por usuras e
logro, ajunta para quem tem piedade dos

pequenos.”

Provérbios 28: 8 (BIBLIA, 2016)

“A propriedade privada dos fatores mate-
riats de producao nao representa uma res-
tricao na liberdade de todas as outras pes-
soas poderem escolher o que melhor lhes
convém. Representa, ao contrdrio, o me-
canismo que atribui ao homem comum, na
condi¢ao de consumidor, a supremacia em
todos os campos econdmicos. E o meio
pelo qual se estimula os individuos mais
empreendedores de um pais a empenhar a
melhor de suas habilidades a servigo de to-

das as pessoas.”

Ludwig von Mises (VON MISES, 2012)



Resumo

Este trabalho versa sobre a Matematica Financeira (MF) e foi elaborado com o objetivo
de aprimorar o seu ensino na Educacao Bésica. A partir de pesquisas bibliograficas e de
décadas de experiéncia com a licenciatura do tema, organizamos uma sequéncia didatica
de contetidos da MF, com foco no Ensino Médio, visando contribuir para a construcao
da cidadania. Buscamos variadas abordagens, conectadas a realidade, a outros contetudos
matematicos e de diferentes areas do conhecimento. Iniciamos contextualizando a MF
sob varios aspectos e introduzindo conceitos basicos, para, em seguida, apresentarmos
seus desdobramentos. O alicerce para esta construcao de conhecimentos reside nos con-
ceitos de progressoes e fung¢oes. Toda exposicao é acompanhada de figuras e de exemplos.
Primeiramente, analisamos os assuntos de modo aritmético e algébrico. Posteriormente,
exemplos sao retomados no contexto tecnolégico da HP12c e do Excel. Finalmente, suge-
rimos algumas atividades a serem desenvolvidas em sala de aula e fazemos nossas tltimas

consideracoes.

Palavras-chaves: Matematica Financeira (MF), Cidadania Financeira, Ensino Médio,
empréstimos, investimentos, juros, fator de variacao, capitalizagao, juros compostos (JC),
juros simples (JS), progressao geométrica (PG), fun¢ao exponencial, progressao aritmética
(PA), fun¢ao polinomial do 19 grau, capitalizagdo mista, graficos, sequéncias de pagamen-

tos, sistemas de amortizacao, HP12c, Excel.
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Abstract

This work deals with Financial Mathematics (MF) and was prepared with the aim of
improving its teaching in Basic Education. Based on bibliographical research and decades
of experience with the subject’s degree, we organized a didactic sequence of MF contents,
focusing on High School, aiming to contribute to the construction of citizenship. We
look for different approaches, connected to reality, to other mathematical content and
from different areas of knowledge. We start by contextualizing FM under several aspects
and introducing basic concepts, and then we present its consequences. The foundation
for this construction of knowledge lies in the concepts of progressions and functions.
Every exhibition is accompanied by figures and examples. First, we analyze the subjects
arithmetically and algebraically. Later, examples are taken up in the technological context
of HP12c¢ and Excel. Finally, we suggest some activities to be developed in the classroom

and make our final considerations.

Keywords: Financial Mathematics (MF), Financial Citizenship, High School, loans,
investments, interest, variation factor, capitalization, compound interest (JC), simple
interest (JS), geometric progression (PG), exponential function, arithmetic progression
(PA), 1st degree polynomial function, mixed capitalization, graphs, payment sequences,

amortization systems, HP12c, Excel.
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Capitulo 1

Introducao

Desde compras que realizamos diariamente até financiamentos e investimentos finan-
ceiros, estamos cercados de situacoes que relacionam o dinheiro e o tempo. A Matemética
Financeira (MF) é o ramo da Matematica dedicado ao estudo desta relagao. Portanto, ¢

um dos mais presentes no nosso dia a dia e mais uteis para a nossa vida.

Entretanto, durante muito tempo, a MF foi deixada de lado no ensino regular bra-
sileiro, sendo pouco abordada em sala de aula ou trabalhada de modo ineficiente e des-
conectado da realidade. Assim, ao crescer e se deparar com o mercado, o aluno acaba
fazendo escolhas erradas, que resultam em prejuizos, dividas e diversos outros problemas

financeiros. Consequentemente, muitos também desenvolvem transtornos emocionais.

Portanto, muito mais do que um aprendizado escolar exigido por curriculos, por

exames ou concursos, a MF é fundamental para se conquistar qualidade de vida.

Na caminhada evolutiva do ensino da MF no Brasil, houve muitos tropecos - alguns
ja foram superados, mas outros persistem atrapalhando o “andar da carruagem”. Para
tentar corrigi-los, foram criados conceitos e métodos, leis e normas, bem como parametros

e bases curriculares.

Diferentes organismos nacionais e internacionais tém trabalhado em conjunto para
tentar colocar em pratica estas novas teorias e regras. Mas ainda estamos engatinhando
neste processo. Se as sementes que estao sendo plantadas forem devidamente regadas,
nutridas e podadas, entao, num futuro préximo, esperamos comegcar a colher os frutos
deste cultivo.

Este trabalho foi elaborado com a finalidade de contribuir para tal semeadura. Mas
antes de detalharmos os nossos objetivos, iremos delimitar o enfoque da pesquisa e apre-
sentar a metodologia adotada e o referencial teérico basilar. Em seguida, contextualiza-

remos a pesquisa sob diferentes perspectivas.

Diretamente ao ponto, abordaremos todos os principais contetidos da MF que nor-

malmente sao trabalhados no Ensino Médio, mas proporemos uma sequéncia didatica
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diferenciada, com foco no regime de juros compostos, sempre buscando contextos coti-
dianos para introduzir e aprofundar conhecimentos. Trabalharemos também temas de
grande importancia que ainda sao pouco explorados no Ensino Médio, como capitalizagao
mista, sistemas de amortizacao e andlise de investimentos, e veremos como calculadoras

e planilhas eletronicas (em particular a HP12c¢ e o Excel) sdo imprescindiveis na MF.

A metodologia de pesquisa deste trabalho é baseada em revisoes bibliograficas. Entre
as obras utilizadas, priorizamos livros especificos de MF, com destaque para Morgado
(2005, 2015), Puccini (2017), Mathias (2009), Assaf Neto (2012) e Castelo Branco (2018).
Consultamos também varios livros didaticos de Matematica do Ensino Médio aprovados
no Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD), dos quais destacamos Dante (2020),
Bonjorno (2020) e Andrade (2020).

Analisamos ainda videos do Programa de Aperfeicoamento para Professores de Ma-
teméatica do Ensino Médio (PAPMEM, 2015), da Disciplina “Matemaética Discreta” do
PROFMAT (CARVALHO, [201-]), da Olimpiada Brasileira de Matemaética das Escolas
Publicas - OBMEP (CARVALHO, [20--|) e outros.

As principais fontes utilizadas na pesquisa sobre recursos tecnologicos sao o guia do
usuario da HP12c (HP, 2004) e tutoriais do Excel (MICROSOFT, [20217a|, [20217b]).

Além disto, alicercamos nossas propostas em documentos oficiais do MEC - Minis-
tério da Cultura, como a BNCC - Base Nacional Comum Curricular (BRASIL, 2018);
do Programa Internacional de Avaliagdo de Estudantes - PISA, como seus resultados de
2018, no “Volume IV: Os alunos sdo espertos em relagdo ao dinheiro?” (OCDE, 2020);
da ENEF - Estratégia Nacional de Educacao Financeira, na forma do seu Plano Diretor
(BRASIL, ¢2017) e de livros sobre educagao financeira nas escolas (BRASIL, 2013); do
BCB - Banco Central do Brasil, como o seu glossario (BCB, 2013) e seu material sobre

cidadania financeira (BCB, 2018); entre outros.

1.1 Contextualizacao

Nesta se¢ao, veremos alguns dos contextos mais relevantes que levaram a escolha da
MF como tema central desta dissertagao, bem como a sua delimitagao para o Ensino Mé-
dio, com foco na abordagem da capitalizagao composta e suas ramificagoes. Os principais
motivos, conforme ja dissemos, sao a sua necessidade cotidiana evidente e o seu ensino
escolar pouco eficaz. Isto sera constatado a seguir por meio de criticas ao ensino da MF
nas escolas brasileiras e aos livros didaticos de mateméatica do Ensino Médio, de resultados
em exames nacionais e internacionais, de estatisticas sobre inadimpléncia e investimentos

no Brasil e de algumas analises histéricas sobre o desenvolvimento da MF no tempo.

No video Papmem (2015), foi reexibida uma aula de MF ministrada pelo professor
Augusto César Morgado (1944 - 2006) em 2002. Antes disto, no referido video, o pro-

2
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fessor Paulo Cezar P. de Carvalho anuncia Morgado como “um dos pioneiros na defesa
da importéancia desse topico (MF) para o Ensino Médio, principalmente como topico que
ajuda realmente a construir a cidadania”. No inicio da aula, Morgado diz que “Matema-
tica Financeira é um assunto que, inexplicavelmente, nao costuma ser ensinado no Ensino
Médio” e que, por isto, “a gente chega no Brasil & essa situagao absurda de um aluno (...),
ao final do Ensino Médio, (...) ser incapaz de decidir racionalmente entre uma compra a
vista e uma compra a prazo’. Em seguida, Morgado complementa que “MF pode e deve
ser ensinada no Ensino Médio, e a hora adequada é exatamente ligada as progressoes

geométricas”.

O parégrafo acima, mais que uma homenagem ao mestre Morgado, é uma explicacao

inicial de como iremos organizar e fundamentar nossas abordagens aos temas da MF.

1.1.1 Um pouco sobre o PISA, o SAEB e o ENEM

A incapacidade juvenil em lidar com o dinheiro, relatada pelo professor Morgado
em 2002 (PAPMEM, 2015), perdura até hoje, tendo em vista os baixos indices de alfabe-

tizacao financeira nacional verificados frequentemente por exames e pesquisas.

O PISA, conforme dissemos antes, € um programa internacional de avaliagao estu-
dantil. Coordenado pela OCDE desde 2000, ja envolveu mais de 90 paises ou economias e
cerca de 3 milhoes de estudantes em todo o mundo, com o objetivo de medir sua capaci-
dade aplicar conhecimentos e habilidades de leitura, matematica e ciéncias para enfrentar

os desafios da vida real.

Ressaltamos a seguinte definicdo da OCDE (2020):

Letramento financeiro é o conhecimento e a compreensao de conceitos e riscos
financeiros, bem como as habilidades e atitudes para aplicar esse conhecimento
e essa compreensao, a fim de tomar decisbes eficazes em uma variedade de
contextos financeiros, melhorar o bem-estar financeiro dos individuos e da so-

ciedade, e participar ativamente na vida econémica.

O PISA passou a incluir este dominio em 2012. Mas o Brasil comegou a participar
da avaliacao de letramento financeiro no PISA de 2015, quando foi o tltimo colocado
dos 15 participantes (OCDE, 2017). No PISA de 2018, fomos o 49 pior dos 20 paises e

economias avaliados neste dominio (OCDE, 2020).

Comparando estes resultados, nota-se que o Brasil melhorou um pouco de 2015 para

2018, mas ainda esta muito longe dos melhores.

O gréfico da figura 1.1 indica que a maioria dos alunos brasileiros estao no nivel
2 ou abaixo dele. Isto significa que eles sao capazes de “tomar decisoes financeiras em
contextos que sao imediatamente relevantes”, como “escolher entre comprar tomates por

quilo ou por caixa”’, mas nao em situagoes bancarias envolvendo juros (OCDE, 2020).
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Figura 1.1: Porcentagem de alunos em cada nivel de proficiéncia em letramento financeiro

no PISA de 2018 (OCDE, 2020).
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A OCDE estuda ainda o letramento financeiro de adultos e, curiosamente, o Brasil
também ficou com a 42 pior colocacao nas avaliagdes e pesquisas realizadas em 2016, que

levam em consideragao tanto o conhecimento financeiro quanto atitudes e comportamentos
diante do mundo das financas (OCDE, 2016).

Entre os conhecimentos financeiros analisados pela OCDE com adultos, em 2016, o
menor percentual de acertos do Brasil foi registrado no item denominado “combinagao de
juros simples e compostos” (OCDE, 2016), isto é, em problemas de capitaliza¢ao mista,
que podem ser resolvidos por interpolacao linear, como no exemplo histérico que sera
citado na subsecao 1.1.3 e retomado na atividade do Capitulo 5. Este resultado da

OCDE é uma forte razao para dedicarmos parte dos nossos esforcos ao referido item.

Outro resultado da pesquisa que consideramos importante é que, no Brasil, “a pon-
tuacao média das pessoas que se consideravam ter niveis altos ou muito altos de conhe-
cimento financeiro nao é maior do que aquelas que pensavam ser iguais & maioria das
pessoas, sugerindo um nivel preocupante de excesso de confianga nesse grupo”’ (OCDE,
2016). Na prética, isto pode acarretar prejuizos, endividamentos e consequéncias muito
piores, pois individuos que se superestimam tendem a correr riscos desnecessarios e se
envolver em negocios ruins ou fraudulentos. Eles consideram que nao precisam estudar

mais ou pedir ajuda.

Isto estéa diretamente relacionado com a énfase que se deu ao ensino de juros simples

nas escolas brasileiras ao longo dos anos, conforme explicaremos na subsecao 1.1.4.

No Brasil, também existem avaliagoes educacionais, entre as quais, destacamos o
SAEB - Sistema de Avaliacao da Educagao Bésica. Este sistema utiliza uma escala de

proficiéncia de 1 a 10 para o nivel médio de ensino. A partir dos resultados do SAEB,

4



Capitulo 1. Introducio

disponibilizados pelo MEC (INEP, [20217]), obtemos a média geral de proficiéncia em
Matemaética na 32 série do Ensino Médio igual a 269,74 (nivel 2), em 2017, e 281,17
(nivel 3), em 2019. Apesar da pequena melhora, permanecemos abaixo do nivel 4, o
que, de acordo as matrizes e escalas do SAEB, significa que o estudante nao é capaz
de resolver problemas envolvendo aplicagoes de fungoes afins e exponenciais, nem de
progressoes aritméticas e geométricas. Logo, ele nao desenvolveu habilidades basicas para

compreender a MF. Isto explica, pelo menos em parte, os resultados do Brasil no PISA.

O gréafico a seguir mostra dados do SAEB de 2017, onde o Piaui, em particular, nao
atingiu a média nacional de proficiéncia em matemética no 3° ano do Ensino Médio. Com
261,7 pontos, os estudantes piauienses ficaram no nivel 2, isto é, eles tém, no maximo, a
capacidade de determinar: “o valor de uma funcao afim, dada sua lei de formacao; um

resultado utilizando o conceito de progressao aritmética” (INEP, 2019).

Figura 1.2: Proficiéncia média em Matematica na 3% série do Ensino Médio no SAEB de
2017 (INEP, 2019).
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Outro importante teste que ocorre no Brasil é o ENEM - Exame Nacional do Ensino
Médio. De acordo com as sinopses estatisticas do ENEM (INEP, [20217]), no ano de 2020,
a média nacional da prova de Matematica e suas Tecnologias foi 520,73. A maior nota

registrada foi 975.
Nos ultimos dez anos de aplicagdo do ENEM (de 2011 a 2020), a média geral na

referida prova foi 504,96. Ela tem ficado sempre em torno da metade da pontuacao
maxima deste exame (INEP, [20217]).

Nao encontramos pesquisas aferindo o percentual de acertos em questoes do ENEM
que tratam especificamente da MF. Provavelmente porque ela é muito pouco exigida
neste exame. Porém, pelos resultados anteriores, podemos deduzir que nao haja muitos

candidatos acertando tais questoes.
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Figura 1.3: Assuntos mais cobrados no ENEM, segundo “Raio X do Enem de 2009 a 2020”
da SAS - Plataforma de Educagao (SAS, 2021).

Matematica e suas Tecnologias

Matematica

Assuntos Aplicacdes: 12, 22 e digital %
Geometria 253 22.5%
Escala, razdo e proporcio 160 14,2%
Aritmética 133 11,8%
Gréficos e tabelas 102 9,1%
Funcées 98 8,7%
Porcentagem 85 7,6%
Estatistica 83 7,4%
Probabilidade &1 5,4%
Equacdes elementares 40 3,6%
Analise combinatéria 34 3,0%
Sequéncias 30 27%
Mimeros inteiros e reais 20 1,8%
Trigonometria 16 1,4%
Notacdo cientifica b 0,5%
Matriz 4 0,4%

1125 itens

De acordo com a tabela acima, a MF sequer consta explicitamente entre os assun-
tos cobrados no ENEM. Ressaltamos que a MF pode ser facilmente contextualizada em
assuntos como “Fungoes”, “Porcentagem” e “Sequéncias’, mas, se adicionarmos seus per-
centuais de ocorréncia chegamos a 19%, enquanto que a “Geometria”’ ocorreu em 22,5%
dos 1125 itens pesquisados. Neste ensejo, cabe a seguinte indagacao: é mais importante
para o individuo comum saber calcular areas e volumes ou saber decidir entre uma compra

& vista ou a prazo?

Ademais, analisando as provas do ENEM (INEP, [20217]), notamos que, nas trés
aplicacoes de 2020 (regular, digital e para pessoas privadas de liberdade - PPL), ha algu-
mas poucas questoes tratando de temas relacionados com a MF, porém nao se menciona
uma Unica vez a palavra “juros”, que é o principal conceito da MF. De 2011 a 2020, este
termo ocorreu em apenas 4 questoes entre 450 questoes das provas de Matematica e suas
Tecnologias - aplicagao regular. Estas questoes serdo trabalhadas na atividade [A.7] do
Capitulo 5.

Concluimos assim, que existe pouca preocupac¢ao do ENEM com a MF, o que pode

ser um reflexo do que acontece na sociedade brasileira.

Os resultados do PISA, do SAEB e do ENEM mostram que, em geral, a MF nao
tem sido trabalhada de modo eficiente nas escolas brasileiras. Esta foi uma das mais

significativas motivagoes para a realizagao do presente trabalho.
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1.1.2 Um pouco sobre inadimpléncia, investimentos e fraudes

Uma consequéncia logica da falta de conhecimentos sobre a MF ¢é a dificuldade em
lidar com o dinheiro. Nesta subsecao, exemplificaremos tal inabilidade por meio de dados
relativos ao endividamento do brasileiro, seu medo de investir e sua inclinagao para se
tornar vitima de golpes financeiros. Aproveitaremos o contexto para introduzir alguns

conhecimentos basicos a respeito dos investimentos financeiros.

O SERASA Experian - “banco de dados de maus pagadores no Brasil” (BCB, 2013) -
elaborou o mapa da inadimpléncia no Brasil, mostrando que, em maio de 2021, havia mais
de 60 milhdes de brasileiros com contas em atraso (SERASA, 2021). Destes inadimplentes,
cerca de 70% estavam entre 25 e 60 anos de idade e suas principais dividas eram com

bancos e servigos de utilidade publica.

Figura 1.4: Mapa da Inadimpléncia no Brasil em 2021 (SERASA, 2021).
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Conforme a PEIC - Pesquisa de Endividamento e Inadimpléncia do Consumidor -
deste ano, o Brasil tinha 71,4% de familias endividadas, em julho, e 82,7% do total das
dividas computadas eram com cartao de crédito (CNC, 2021). Desde o final de 2020, este

percentual tem apresentado crescimento.

Figura 1.5: Endividamento no Brasil num intervalo recente de 12 meses (CNC, 2021).
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Segundo estudo do BCB de 2019, baseado em indicadores quantitativos de crédito,
“4,6 milhoes de tomadores encontram-se em situagao de endividamento de risco no pais”,
isto é, 5,4% da popula¢ao com exposi¢ao a crédito tém “volume de divida acima de sua
capacidade de pagamento” que “prejudicam o gerenciamento de seus recursos financeiros

e, em ultima instancia, sua qualidade de vida” (BCB, 2021b).

As contas atrasadas afetam tanto a vida financeira quanto a saude fisica e mental
dos endividados. A Confederacao Nacional de Dirigentes Lojistas - CNDL - e o Servico
de Protecao ao Crédito do Brasil - SPC Brasil - realizaram uma pesquisa em 2019, na
qual 82,2% dos brasileiros endividados sofrem impacto emocional negativo por causa das
dividas. Entre os problemas mais citados estao ansiedade, estresse, irritagao, tristeza,
desdnimo, angustia, vergonha, desatengao e queda na produtividade (CNDL, 2019). Logo,

a qualidade de vida como um todo depende da estabilidade financeira.

Vejamos agora alguns dados sobre os brasileiros nao endividados, que conseguem
economizar dinheiro para investir. Mas antes disto, precisamos definir que investimento
financeiro € a aplicacao de dinheiro em algo com a finalidade de obter um ganho mone-
tario e é sustentado por trés pilares: rentabilidade (ganho em relagao ao valor investido),
sequranca (medida inversa do risco de perder ou ganhar menos que o esperado) e liquidez

(facilidade de converter um ativo em dinheiro sem perda de valor) (BCB, 2013).

Outro importante conceito que sera mencionado a seguir é o IPCA - Indice Nacional
de Precos ao Consumidor Amplo. Ele é produzido pelo IBGE - Instituto Brasileiro de
Geografia e Estatistica - e é considerado, pelo Governo Federal, o indice oficial de inflacao,
isto é, do “aumento dos precos de produtos e servigos”. Por exemplo, o ultimo IPCA que
pesquisamos foi 0,87% em agosto de 2021 e o acumulado dos tltimos 12 meses foi 9,68%
(IBGE, 2021). Assim, qualquer investimento com rentabilidade inferior ao IPCA nao gera

um ganho efetivo; ele apenas apenas reduz a perda causada pela inflacao.

De acordo com levantamento feito pela CNDL e pelo SPC Brasil, divulgado em
margo de 2020, “dos 34% (dos brasileiros) que costumam fazer reserva financeira, 62%
apostam na caderneta de poupanca e 27% ainda preferem guardar as economias em casa,
motivados, principalmente, pela possibilidade de utilizar o dinheiro a qualquer momento”
(SPC BRASIL, 2020).

O que os poupadores brasileiros talvez nao saibam é que existem outras opcoes,
como os Titulos Federais, que rendem mais que a poupanca, com menos risco e maior
liquidez. Também nao devem saber que o rendimento da poupanc¢a muitas vezes chega
a perder para a inflacao. Por exemplo, na tltima pesquisa citada, a economista-chefe do
SPC Brasil menciona que, “em 2019, a poupanca rendeu proximo a 4%, levemente abaixo
do IPCA, o que significa que ela serviu somente para garantir parte do poder de compra
do dinheiro investido, sem ganhos reais”. Esta diferenca foi ainda maior em agosto de
2021, quando a Poupanga rendeu, no méaximo, 0,5% (BCB, 2021c), contra o IPCA de

0,87% mencionado anteriormente.
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A Associagao Brasileira das Entidades dos Mercados Financeiro e de Capitais -
ANBIMA - realizou pesquisas intituladas “Raio X do Investidor Brasileiro” em 2017, 2018,
2019 e 2020, nas quais foram entrevistados cerca de 3400 brasileiros por ano (ANBIMA,
2021). Nos resultados espontaneos, os brasileiros disseram conhecer poucos produtos
financeiros, dos quais o mais citado foi a poupanca. Porém, o niimero é ainda menor de
quem investe no que conhece ou acha que conhece. Afinal, a maioria que disse conhecer

a poupanca nao soube dizer o quanto ela rende.
Figura 1.6: Relatorio do “Raio X do Investidor Brasileiro” - 2020: Pesquisa sobre investi-
mentos que o brasileiro diz conhecer (ANBIMA, 2021).
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Segundo a ANBIMA (2021), em média, 1/3 dos brasileiros conseguiram economizar
dinheiro neste intervalo de tempo (de 2017 a 2020), mas somente 42% deles investiram

em produto financeiro, com destaque para a poupanca (cerca de 30% das aplicagoes).

Figura 1.7: Relatorio do “Raio X do Investidor Brasileiro” - 2020: Pesquisa sobre nimero
de investidores brasileiros (ANBIMA, 2021).

2017 2018 2019 2020
Totaldaamostra 3.374  3.451 3.433 3.408

Investidores 42% 42%

Nao 56%  56%

Homens 53% 52%

Mulheres 47% 48% 46% &47%

Classe A 4% 4% 5% 5%

Classe B 30% 30% 31% 32%

Classe C 66% 66% 64%  64% ﬁ
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A Comissao de Valores Mobiliarios - CVM - realizou pesquisa recente sobre golpes
financeiros. Os principais resultados da CVM (2020) sugerem que as nao vitimas de
fraudes financeiras possuem um portifélio mais refinado e diversificado que as vitimas de
fraude. Enquanto “aquele ptiblico investe mais que este em acoes, fundos de investimento,
FII, previdéncia privada, CDB, LCI/LCA e na maioria das demais op¢oes apresentadas”,
“as vitimas investiam mais, proporcionalmente, em poupanca, criptomoedas e start-ups;

também afirmam, em maior ntimero, nao possuirem investimentos financeiros”.

Figura 1.8: Gréaficos de pesquisa de 2020 sobre fraudes financeiras (CVM, 2020).

Produtos financeiros que o grupo de nao vitimas investe mais que o grupo de

vitimas
Agdes 59.0% 88.7%
Fundos de Investimento (DI. Renda Fixa. Multimercado, Acdes) 48.9% 77.4%
Fundos I mobilidrios - Fll 37 1% 71.6%
Previdéncia Privada 33.1% 55,1%
Tesouro Direto 32.0% 50,2%
cDB 28.1% 48,9%
Investimento em imoveis 24.7% 42.3%
LCI/LCA/LF 17.4% 35,4%
Debéntures 14.6% 32,8%
Seguro de vida 21,9% 32,0%
Maoeda Estrangeira 19.7% 30,9% ViRinaes: cla Traiaci
CRI /CRA 8.4% 27.4% MNao vitimas
COE 9.6% 23.4%
ETFs 10,7% 22.8% “Resultado da

pesquisa quantitativa

Produtos financeiros que o grupo de vitimas investe mais que o
grupo de ndo vitimas

Poupanca 25, 7% 30,3%
Criptomoedas 11,7% 27.5%
Start-ups T.2% 7.9% Vitimas de fraudes

Nao vitimas

(Parcela que afirmou n&o possuir

investimentos financeiros) 1,3% 9.6%

A referida pesquisa propoe o conhecimento como o melhor caminho para combater
fraudes financeiras. Nas palavras dos pesquisadores, “para o enfrentamento desta questao
é necessario tornar acessivel e amplamente divulgada a informacao de quais investimentos

e instituigoes sao regulados”, bem como

é essencial o desenvolvimento de materiais educacionais que foquem sobretudo
em aspectos concernentes a rentabilidades “modestas” e incentivem a autonomia
do investidor na escolha de seus investimentos, para que ele seja capaz de tomar
decisoes informadas e adequadas ao seu perfil e objetivos (CVM, 2020).

Assim, além do que ja foi mencionado sobre investimento financeiro, o investidor
precisa conhecer seu perfil preponderante (conservador, moderado ou arrojado), estabe-
lecer seus objetivos (curto, médio ou longo prazo), atentar para principios basicos como
planejamento, criacao da reserva de emergéncia, diversificagao, regularidade, perspicacia,

resiliéncia, sabedoria, entre outros.
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Diz-se que o investidor tem perfil conservador, se prioriza a seguranca, isto €, prefere
minimizar riscos a ter maiores ganhos. Quem tem perfil moderado se procura em equi-
librar seguranca e rentabilidade. Ja o perfil agressivo caracteriza aquele que privilegia a

rentabilidade, aceitando se arriscar mais (BCB, 2013).

Quanto aos objetivos, deve-se entender que “nao da para ter tudo”. Os investimentos
mais seguros costumam ter menor rentabilidade. Por outro lado, os mais rentaveis tendem
a ser mais arriscados. Além disto, os investimentos de longo prazo sao quase sempre
mais lucrativos do que aqueles de alta liquidez. Assim, devemos desconfiar de promessas

milagrosas de grandes retornos sem risco ou a curto prazo.

Neste contexto, é oportuno falarmos sobre as principais modalidades de renda fixa
e renda variavel. Primeiramente, expliquemos que os investimentos em renda fiza sao
caracterizados pela remuneracao ou sua forma de calculo definida no momento da apli-
cacao. Por outro lado, na renda varidvel, o investidor nao sabe previamente qual sera
sua rentabilidade, apesar de poder estima-la a partir de levantamentos estatisticos e de
probabilidades (CVM, [201-]).

Entre os titulos de renda fixa, estao as Cadernetas de Poupanca, os Certificados e
Recibos de Deposito Bancario (CDBs e RDBs), Titulos Publicos Federais (Tesouro Naci-
onal), Letras de Crédito Imobiliario e do Agronegocio (LCIs e LCAs), Letras de Cambio
(LCs), Fundos DI (atrelados a taxa DI dos depositos interbancarios), as Previdéncias
Privadas e as Debéntures (titulos de crédito emitidos por sociedade anénima). Como
exemplos de renda variavel, podemos citar as agoes, os Fundos de Investimento Imobi-
liario (FIIs), Clubes de Investimento, moedas virtuais e estrangeiras (cAmbio), o ouro,
Fundos de Indice ou Exchange Traded Funds (ETFs), Fundos Multimercado e derivativos

(contratos que derivam a maior parte de seu valor de um ativo subjacente).

Destes titulos, os mais seguros sao os que tém garantia do Governo Federal, como
os do Tesouro Nacional (Tesouro Prefixado, Tesouro Selic e Tesouro IPCA+), e do Fundo
Garantidor de Crédito (FGC), como Cadernetas de Poupanga, CDBs, LCIs e LCAs (todos
garantidos até 250 mil reais). Nenhum titulo de renda variavel dispoe destas garantias
e estao mais sujeitos a riscos e a volatilidade do mercado, porém ¢é possivel conseguir
relativa seguranca neste tipo de investimento (exemplo: um Fundo Multimercado, por
nao concentrar valores em um tunico segmento, destaca-se entre as rendas variaveis de

menores riscos).

E recomendavel ter pelo menos uma aplicacao destinada a necessidades urgentes e
imprevisiveis. Para isto, ela precisa ter baixissimo risco e liquidez diaria - caracteristicas
tipicas das rendas fixas com menores rentabilidades (exemplos: Caderneta de Poupanga,
Tesouro Selic, CDB com liquidez diaria e coberto pelo FGC, fundos DI de renda fixa).
Este tipo de investimento é indicado para formar uma reserva de emergéncia, que deve
ser constituida por uma quantia de 3 a 12 vezes o valor das receitas mensais, a depender
da previsibilidade de saldos periddicos do investidor (TORRALVO, 2016).
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Apos esta reserva ser formada, serd interessante passar a investir também em pro-

jetos menos conservadores e de longo prazo, pois, geralmente, sao muito mais rentaveis
(exemplos: agoes, FII, ETF).

A diversificagao de investimentos visa, principalmente, diminuir os riscos, pois even-
tuais perdas em alguns ativos podem ser compensadas por ganhos em outros. Mas esta
diversificagao deve ser planejada com cuidado, levando-se em conta os critérios menciona-
dos antes (rentabilidade, risco, liquidez), bem como os prospectos das aplicagoes financei-
ras, as taxas de juros, tarifas e impostos envolvidos na operacao e a solidez da instituicao
ou do administrador do investimento. Estas informacoes podem ser encontradas nos sites

oficiais do BCB e da CVM: (BCB, 2021a) e (CVM, 2021).

O investidor precisa raciocinar logicamente sobre como deve aplicar seus recursos
financeiros, a partir do estabelecimento dos seus objetivos e dos riscos que esta disposto a
correr e baseado no seu conhecimento de MF. Quanto menor for esta base, mais recomen-

dével é investir pelo intermédio de alguma corretora de valores, devidamente autorizada
pelo BCB ou registrada na CVM.

Devemos saber também que existem tributagoes e outras cobrangas sobre as apli-
cagoes financeiras, que reduzem a sua rentabilidade liquida. Os dois principais impostos
que incidem sobre os titulos de crédito sao o Imposto de Renda - IR - e o Imposto sobre
Operagoes e Servicos - [OF. Alguns ativos como a Poupanga, as LClIs e as LCAs sao isen-
tas destas cobrancas, mas isto nao significa, necessariamente, terem maior rentabilidade

liquida que outros investimentos, como os titulos do Tesouro.

Ressaltamos ainda que, particularmente, num momento de crise, como a perda de
renda que muitas pessoas estao enfrentando devido ao Covid-19, entrar em desespero
nao resolve coisa alguma. O melhor a fazer é analisar a situagao financeira pessoal para
buscar alternativas. Destacamos entre as principais: poupar dinheiro e investi-lo com
inteligéncia. A MF pode contribuir muito para isto e este trabalho visa suprir, a0 menos

parcialmente, tais necessidades.

Desta subsecao, concluimos que uma parte consideravel dos brasileiros tem muita
dificuldade de pagar suas contas em dia, de economizar dinheiro e de fazé-lo render. A
falta de conhecimentos sobre MF e sobre o mercado sao as principais causas, pois a igno-
rancia faz com que o individuo seja facilmente convencido a realizar escolhas financeiras
ruins. O ignorante tem mais facilidade para se endividar e se tornar vitima de esquemas
fraudulentos, o que acaba gerando também problemas emocionais. Outros individuos, por
reconhecerem a sua ignorancia sobre o assunto, preferem fugir de opc¢oes financeiras que

desconhecem, perdendo assim 6timas oportunidades de investimento.

Estas sao mais algumas importantes justificativas para dissertarmos sobre a MF.
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1.1.3 Um pouco sobre a histéria da MF

Desde 1999, os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (PCN-EM)
argumentam que a historia da Matematica “tem uma relevancia para o aprendizado que

transcende a relagao social, pois ilustra também o desenvolvimento e a evolucao dos
conceitos a serem aprendidos” (BRASIL, 1999).

A BNCC complementa que, “para a aprendizagem de certo conceito ou procedi-
mento, ¢ fundamental haver um contexto significativo para os alunos, nao necessaria-
mente do cotidiano, mas também de outras areas do conhecimento e da propria historia
da Matematica” (BRASIL, 2018).

Consideramos, entao, pertinente uma breve contextualizagao histérica da MF, fo-

cada em alguns pensamentos, exemplos e resultados que fundamentam este trabalho.

Mostremos primeiro uma linha do tempo com a periodizagao classica da historia

(Figura 1.9), pois situaremos nela importantes eventos relacionados com a MF.

Figura 1.9: Linha do tempo (LINHA..., 2021).
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Aproveitando o ensejo, observamos uma interessante relagao entre a linha do tempo
e alguns importantes conceitos matematicos. No calendario gregoriano, utilizado oficial-
mente pela maioria dos paises do mundo, incluindo o Brasil, o instante do nascimento
do nosso Senhor Jesus Cristo (algum ponto da Antiguidade Cléssica, durante o Império
Romano) é tido como o marco inicial, que associamos ao numero zero. As datas antes
de Cristo (a.C.) correspondem a numeros negativos e as datas depois de Cristo (d.C.),
a nameros positivos. A sigla d.C. costuma ser omitida de datas da Era Crista, analoga-
mente ao sinal “+”, que, de modo explicito ou implicito, acompanha todo ntimero maior
que zero. Dai, podem ser feitas varias abordagens inter e intradisciplinares envolvendo a
correspondéncia biunivoca entre a reta e o conjunto dos nimeros reais (Apéndice C). Em
particular, na MF, este contexto pode ser tutil para introduzir o deslocamento de valores

monetarios no tempo, conforme veremos no estudo dos diagramas de fluzo de caiza.

Retornando ao foco desta subsecao, consultamos livros didaticos brasileiros do En-
sino Médio que tratam de MF, como Andrade (2020), Balestri (2016), Bonjorno (2020),
Cevada (2020), Chavante (2020), Dante (2016), Dante (2020), lezzi (2004), lezzi (2016),
lezzi (2018), Leonardo (2017), Longen (2020), Paiva (2015), Souza (2016), Souza (2020).

Desta pesquisa, verificamos que raramente é mencionado algo sobre a historia da MF.
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A citagao seguinte é parte de uma destas raridades:

O dinheiro tem feito parte da histéria do mundo nos tltimos 3 milénios; antes
disso, o comércio era realizado por meio de trocas entre produtos e/ou servigos,
pratica chamada de escambo. Com o aumento do fluxo comercial e também das
relagoes comerciais entre diferentes povos, o escambo tornou-se uma operagao
cada vez mais inviavel, pois ficou dificil decidir quantas unidades de um produto
x seriam equivalentes a certo nimero de unidades de um produto y. O dinheiro
nasceu da necessidade de se referir a todos os produtos com uma mesma escala
de valores, e provavelmente tenha surgido simultaneamente na Mesopotamia e
na China antes de 1000 a.C. A partir dai, o dinheiro se torna pega-chave na

organizagdo e no estabelecimento de todas as sociedades (DANTE, 2016).

Buscamos mais detalhes da historia da MF em classicos como Boyer (2010), Eves

(2011), Ifrah (1997), além de outros livros e alguns artigos tratando deste tema.

Os matematicos babilonicos ja sabiam calcular poténcias e logaritmos, operavam
com sequéncias numeéricas e as interpolavam por partes proporcionais a fim de aproximar
valores intermediarios. “Vé-se um exemplo claro do uso pratico da interpolacao em tabelas
exponenciais num problema que pergunta quanto tempo levaria uma quantia em dinheiro
para dobrar, a 20 por cento ao ano” (BOYER, 2010). Na mesma péagina, Boyer menciona
que o escriba resolveu este problema usando a férmula de juros compostos e interpolagao
linear (esta analise ocorrera na atividade do Capitulo 5).

Segundo Eves (2011), ainda na Pré-Historia, “as pessoas comerciavam entre si e havia
necessidade de anotar a parte de cada familia na cacada; ambas as atividades dependiam
da ideia de contar, um prelidio do pensamento cientifico”. Logo, as origens da MF e da

matemética como um todo relacionam-se diretamente com as do comeércio.

De acordo com Ifrah (1997), o comércio cresceu na medida em que aumentava a
comunicagao entre as diversas sociedades. Os escambos primitivos logo foram padroniza-
dos por unidades fixas, tais como o boi, na Grécia pré-helénica (dai a origem da palavra
pecinia), além de muitos outros objetos, como algodao, cacau, sementes, betume, jade,
ceramicas, ouro. Devido & perecibilidade, a dificuldades de manejo e transporte, entre
outros motivos, estas coisas usadas como “moeda de troca” precisaram ser substituidas
por uma s6. Isto ocorreu de modo mais definitivo a partir do século VII a.C., quando
o metal passou a ser fundido em pequenos lingotes, dando origem a moeda, no sentido

moderno do termo, que viria a constituir um “sistema ideal de troca comercial”.

Devido a expansao do comércio e as guerras de conquista do século VI d.C. (Alta
Idade Média), alguns comerciantes passaram a acumular moedas estrangeiras, dedicando-
se ao cambio de dinheiro. Assim surgiram os cambistas que, com o tempo, comegaram
a realizar empréstimos a juros. No entanto, “a Igreja proibia a seus fiéis que cobrassem
juros por seu dinheiro, invocando como autoridade a Sagrada Escritura, onde se 1&: ‘Amai

Wi

pois vossos inimigos e fazei o bem, e emprestei, nada esperando disso’ (Sao Lucas, 6:35)
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Obviamente, nao se pode conter o desenvolvimento do comércio, a necessidade natural de
se remunerar a concessao do crédito e a criagao de bancos privados. O primeiro deles foi
“fundado pelo Duque Vitali, em 1157 na cidade de Veneza” e, a partir dai, toda uma rede

bancéria foi criada (PITON-GONCALVES, 2005).

Fazia sentido a Igreja condenar os juros nos tempos medievais, pois, “numa econo-
mia estatica como a ordem feudal (...), o dinheiro, de fato, ndo funcionava como forga
produtiva, mas apenas como um atestado de direito a uma certa quantidade genérica de
bens que, se vao para o bolso de um, saem do bolso de outro” (CARVALHO, 2014). Po-
rém, com o desenvolvimento acelerado da economia na Furopa a partir do século XVIII,
a fungao do dinheiro mudou. A inflagdo nao permitia mais “guardar dinheiro no colchao”

e apostar no empobrecimento alheio passou a significar investir na propria faléncia.

Ressaltamos ainda que, embora haja passagens biblicas criticando os juros (muitas
delas no Antigo Testamento), ha outras em defesa deles. Por exemplo, na “Parabola dos
Talentos”, em Matheus 25: 14 - 30 (BIBLIA, 2016), Jesus enaltece o homem que faz seus
talentos dobrarem ao negociar com eles e condena o que esconde o dinheiro em vez de
investi-lo em um banco para recebé-lo de volta com juros. Jesus completa: “Seré dado ao
que tem e tera em abundancia. Mas ao que nao tem sera tirado mesmo aquilo que julga
ter”. Consideramos assim, que a cobranga abusiva de juros seja o que a Biblia abomina de
fato (este é o chamado pecado da usura), porém admite com naturalidade a remuneragao
do empréstimo. Nao pretendemos com estes argumentos tentar “driblar” a moral crista,

mas sim mostrar como a histéria se incumbiu de tornar os juros uma pratica usual.

Na passagem da Idade Média para a Moderna, a decadéncia do feudalismo e a inten-
sificagao das atividades comerciais e culturais nas cidades deram inicio ao Renascimento
(séculos XIV, XV, XVI). Neste periodo, comegaram a ser redigidos muitos textos de arit-
mética. O mais antigo deles, de acordo com Boyer (2010), apareceu na cidade italiana de
Treviso em 1478 e tratava “das operacoes fundamentais, das regras de dois e de trés, e
de aplicagoes comerciais”. Véarias outras aritméticas técnicas foram escritas em seguida e
resumidas na obra “Summa’, pelo frade francés Lucca Pacioli (1447 - 1517). Para tal, ele
se alicer¢ou em conhecimentos de grandes matematicos como o italiano Fibonacci (1170 -
1250) - autor de Liber Abaci, que importou do oriente o sistema numérico hindu-arabico,
eliminando assim as dificuldades de célculo geradas pelo sistema numérico romano, espe-

cialmente em “problemas sobre transagoes comerciais” (BOYER, 2010).

Entre as obras mais significativas do periodo mercantilista, destacamos a Arith-
metica integra de Michael Stifel (1487 - 1567), devido ao tratamento dado aos numeros
negativos, radicais e poténcias e Ars Magna de Girolamo Cardano (1501 - 1576), que,
pelo impacto exercido sobre os algebristas da época, é “tomado como marco do inicio do
periodo moderno da matemaética” (BOYER, 2010).

Também ressaltamos a importancia de John Napier (1550 - 1617) por ter inventado

os logaritmos a partir das progressoes aritméticas e geométricas e as inestimaveis contri-

15



Capitulo 1. Introducdo

buigoes de René Descartes (1596 - 1650), que, além de ser o “pai da filosofia moderna” e
o fundador da geometria analitica (BOYER, 2010), revelou intmeros resultados impor-
tantes, entre os quais a garantia que os polindmios cujos coeficientes s6 apresentam uma
variacdo de sinal tém apenas uma raiz real positiva (PUCCINI, 2017) - esta é a regra de

sinais de Descartes, que utilizaremos em calculos de taxas de juros.

Na época das grandes navegacoes, a chegada ao “Novo Mundo” acarretou um pujante
crescimento do comércio na Europa, levando ao surgimento de poderosas casas bancarias
no século XVI e de novas modalidades para a movimentacao de dinheiro, como a conta
corrente e o cheque. Este pode ser considerado como a primeira forma de papel-moeda

(GRANDO, 2010)

Neste contexto, comeca a ser escrita a histéria do Brasil que, enquanto coldnia
portuguesa (1500 - 1820), segundo Simonsen, foi economicamente caracterizado pela “de-
pendéncia da exportacao de produtos agricolas e extrativistas”; por “produtos pouco ela-
borados e sujeitos a concorréncia de outros paises”, pela “insuficiéncia de capitais”, pela
“exportacgao e distribuicao nas maos estranhas a producao” e por sua “inferioridade de
aparelhamento tedrico, econdmico e financeiro para a defesa da produgao, em relagao aos
demais paises, em cujos mercados efetuam-se as permutas” (SIMONSEN, 2005).

Apos este periodo,

Pode-se indicar dois momentos histéricos fundacionais (...). Esses momentos
sao, no final do século XIX, a aboligao da escravidao, solapando as bases da
forma politica do Império, e, no inicio no século XX, a transicao histérica do
Brasil, de pais agrario-exportador para urbano-industrial, tendo como ponto
de referéncia a década de 1930 (CURTY, 2021).

Retornando a histéria mundial, o enriquecimento das metropoles europeias, devido
ao colonialismo, fomentou o comércio, levou a criacao de numerosos bancos e ao con-
sequente aprimoramento das técnicas de célculo. Neste ensejo, Piton-Gongalves (2005)
afirma que “o surgimento dos bancos esté diretamente ligado ao calculo de juros compostos

e ao uso da Matematica Comercial e Financeira, de modo geral”.

No século XVII, conforme relata Eves (2011), “num livro intitulado Do Governo Ci-
vil, o filésofo inglés John Locke (1632 - 1704) propds a ideia de liberalismo classico como
uma estrutura social, politica e econdémica”’. Esta obra inspirou varios outros pensadores
da época. Entre eles, o francés Jean Jacques Rousseau (1712 - 1778), no Contrato Social,
o norte americano Tomas Jefferson (1743 - 1826) na Declaragdo de Independéncia Ameri-
cana, e 0 escocés Adam Smith (1723 - 1790), na obra A Riqueza das Nagoes. Esta tltima,
fundamentada nas “vantagens da propriedade privada para propugnar o capitalismo como
sistema econdmico”, serviu de base para o estudo da Economia ao longo de quase todo o
século XIX (EVES, 2011).

Assim foi inaugurada a primeira escola moderna de pensamento econémico: a Clas-
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sica. Depois vieram a Marxista, embasada nas teorias de Karl Marx (1818 - 1883) e
Friedrich Engels (1820 - 1895), a Neocléssica, introduzida por W. S. Jevons (1835 - 1882)
e A. Marshall (1842 - 1924), a Keynesiana de J. M. Keynes (1883 - 1946), a Austriaca de
C. Menger (1840 - 1921), a Monetarista de M. Friedman (1912 - 2006) e varias outras. Es-
tas escolas muitas vezes coexistiram, compartilharam semelhancgas, ramificaram-se umas
nas outras, complementaram-se, sobrepujaram-se e renasceram com algumas modificagoes

(SANDRONTI, 1999), mas detalhar estes processos vai além dos nossos objetivos.

Neste ensejo, ressaltamos apenas o seguinte posicionamento oriundo da Escola Aus-
triaca: “bens presentes sempre tém mais valor do que bens futuros da mesma espécie
e quantidade” (BOHM-BAWERK, 1986). Este ¢ o principio essencial da teoria do juro
de Bohm-Bawerk, na qual ¢ fundamentada a definigao tradicional da MF (parte da base

conceitual deste trabalho, que sera detalhada adiante).

Retomando o contexto geral, na medida em que a burguesia passava a desfrutar
de boa educacao e mais recursos financeiros, também almejava poder politico, mas a
velha aristocracia, que ocupava os postos governamentais, fazia de tudo para manter
os emergentes burgueses afastados do governo. Isto levou a uma série de movimentos
revolucionarios contra o absolutismo que ocorreram, principalmente, na Inglaterra, na

Franca e nas Américas (MORAES, 2003).

Em meio a este processo, ocorreu a

Revolugao Industrial que deu nascimento & sociedade moderna e comegou no
século XVIII na Inglaterra. Durante o século XIX espalhou-se pelo continente
europeu e pela América. Conforme proliferavam as grandes manufaturas e
se esparramavam as cidades, a estrutura da sociedade mudava radicalmente.
Entre essas mudancas, o progresso tecnologico rapido desencadeou uma era de
investigagoes cientificas sem precedentes (EVES, 2011).

Enquanto os europeus construiam fabricas e elaboravam teorias econémicas, o Brasil
ainda era colonia de Portugal. A barateza espoliativa do escravismo neste periodo teve
duas consequéncias: “diminuiu o interesse na busca de alternativas tecnologicas para
reducao do custo da mao-de-obra e retardou o crescimento do mercado interno, refreando
a capacidade de consumo dos nao assalariados” (CAMPOS, 2000).

Somente no século XIX, a historia comecou a mudar. Mas “a economia brasileira
continuou essencialmente agraria e exportadora até o final do século XIX. (...) Depois da
crise de 1929, a agroexportagao foi desbancada pela industria (...)” (KOSHIBA, 2003).

Entretanto, segundo Lourengo (2009), o crescimento econdémico nao transformou o
Brasil numa sociedade industrial avangada: passamos por “fases de impulso, estagnacao,
euforia, choques externos, hiperinflagdo, transformagoes institucionais e estabilidade da
economia do pais”. O relativo equilibrio econdmico brasileiro iniciou com o Plano Real de

1994, que inspirado pelo neoliberalismo, apds varios outros planos fracassados, finalmente
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conseguiu conter o longo processo inflacionério iniciado na “Era Vargas” (1930-1945).

Apesar dos inegéaveis progressos trazidos pela industrializagao, ela também causou
mazelas. Por exemplo, a exploragao abusiva dos trabalhadores nas fabricas e a excessiva
concentragao de renda. Segundo Ferguson (2009), aproveitando-se de insatisfagoes popu-
lares, Marx e Engels comegaram a propagar a ideia de que “o dinheiro era meramente um
instrumento da exploragao capitalista, substituindo todas as relacoes humanas, mesmo
aquelas dentro das familias, pelo desumano nexo da moeda”. Em O Capital, Marx procu-
rou demonstrar que “o dinheiro era o trabalho transformado em commodity, o excedente
gerado pela labuta honesta, apropriado, e depois coisificado para satisfazer a luxuria
insaciavel da classe capitalista pelo acimulo de riquezas”. Curiosamente, apesar da de-
monizacao que os socialistas faziam do capitalismo, “nenhum Estado comunista - nem
mesmo a Coreia do Norte - achou prético dispensar o dinheiro” (FERGUSON, 2009).

Contudo, é preciso reconhecer que os socialistas acertaram em muitas criticas ao
capitalismo, como a necessidade de corrigir a distribui¢ao desigual da renda e da luta
das classes menos favorecidas por seus direitos. Problematicos foram os meios indicados
para se resolver estas questoes. Por exemplo, no “ Manifesto Comunista’ de 1848, Marx e
Engels proclamam abertamente que os objetivos dos comunistas “s6 podem ser alcangados
pela derrubada violenta de toda a ordem social existente” (MARX; ENGELS, 1888).

Nao é nossa intencao aprofundar o debate sobre a aparente dicotomia entre ca-
pitalismo e socialismo. Porém, é pertinente aproveitarmos o ensejo para mais algumas

observagoes. Primeiramente, que

Os paises que se tornaram ricos foram aqueles que mais apostaram na liberdade
tal como descrita por Bastiat; indices baseados em critérios objetivos mostram
correlacao direta entre liberdade econdmica e riqueza, progresso e justica social
(Como pode ser visto no Inder of Economic Freedom [Indice de Liberdade
Econémica|, disponivel em www.heritage.org/index/) (BASTIAT, 2016).

Ressaltamos que a liberdade, segundo Bastiat (2016), é “o conjunto de todas as li-

YA

berdades”, “o franco exercicio, por todos, de todas as faculdades inofensivas”, “a destruicao
de todos os despotismos” e “a reducao da lei a sua tnica atribuicao racional, que ¢é a de

regular o direito individual a legitima defesa’.

Apesar desses resultados, de acordo com Ferguson (2009),

Através da historia da civilizagao ocidental, tem havido uma hostilidade recor-
rente em relagao as finangas e aos financistas, enraizada na ideia de que aqueles
que ganham a vida emprestando dinheiro sao, de alguma maneira, parasitas
das verdadeiras atividades econdmicas da agricultura e da industria. (...) En-
tretanto, a despeito dos nossos preconceitos (...) contra o “lucro imundo”, o
dinheiro é a raiz da maior parte do progresso. (...) A evolugdo do crédito e

do débito foi tao importante quanto qualquer inovacao tecnolégica na escalada
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da civilizagdo, da antiga Babilonia até a Hong Kong dos dias de hoje. (...) A
financa corporativa foi o alicerce indispensavel do Império britanico e do Impé-
rio holandés, exatamente como o triunfo dos Estados Unidos no século XX foi
inseparével dos avancgos na industria dos seguros, no financiamento de hipote-
cas e no crédito ao consumidor. (...) A republica holandesa prevaleceu sobre o
Império Habsburgo porque possuir o primeiro mercado moderno de agoes era

financeiramente preferivel a possuir a maior mina de prata do mundo (...).

Assim, fica dificil ndo admitir que, por tras de cada fenémeno histérico grandioso,

existe um segredo financeiro, e é impossivel nao notar o quanto fazemos parte tudo isto.

Portanto, independente de crencas, ideologias ou filosofias, ¢ fato que vivemos num
mundo que se tornou, ao longo da histéria, predominantemente capitalista e, neste mundo,
“as finangas exageram as diferencas entre nods, enriquecendo os mais sortudos e espertos,
e penalizando azarados e ignorantes” (FERGUSON, 2009). Por isto, é tao necessario

aprender a lidar com o dinheiro, e a ferramenta bésica para se atingir tal objetivo é a MF.

1.1.4 Um pouco sobre o ensino da MF no Brasil

Ainda no contexto historico, de acordo com Lima (2007), a cronica da evolucao da
Matemaética no Brasil pode ser dividida em quatro fases. A primeira, “que vai do descobri-
mento até a fundacao da Academia Real Militar, em fins de 1810”, foi de “obscurantismo
quase absoluto”. A segunda foi “a fase das Escolas Politécnicas, comegando em 1810 e
indo até 1934”. A terceira foi “a fase das Faculdades de Filosofia, na qual se quebrou a
tradigao secular do autodidatismo”. A quarta fase, “que vem até hoje, tem origem em
1951 com a cria¢ao do Conselho Nacional de Pesquisas” (CNPq), cuja primeira unidade
foi o IMPA (Instituto de Matematica Pura e Aplicada).

Ao longo dos anos, o ensino da Matematica no Brasil sofreu as influéncias de cada

época. A evolucao do Ensino Médio, em particular, acolheu alguns excessos:

inicialmente os incontéveis calculos e manipulagoes fastidiosas que predomina-
ram até 40 anos atras, depois do que veio a exagerada preocupagao com o formal
e o abstrato, tao propria da chamada Matematica Moderna e, atualmente, o
encanto pela tecnologia, o fascinio pelo computador e a obsessao imediatista,
o pragmatismo dos dias em que vivemos (LIMA, 2007).

Convém observar que esses erros ocorreram e permanecem ocorrendo devido ao
extremismo, porém todos se originaram de necessidades verdadeiras. O que talvez tenha
faltado, como de costume, no ser humano, foi moderacao. Na busca por este tipo de

equilibrio foi realizado o presente trabalho.

2

Como o livro didético é o instrumento essencial utilizado pelo professor, entao a

qualidade deste livro pode ser considerada para aferir a qualidade do ensino.
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Valente (1999) aponta que o primeiro livro didatico de Matematica escrito no Brasil
foi o Exame de Artilheiros - uma obra enfatizando aritmética béasica, elaborada pelo
Brigadeiro portugués José Fernandes Pinto Alpoim, em 1744, especificamente para “Aulas
de Artilharia e Fortificagoes”. Mas o livro foi impresso em Portugal porque ainda éramos

colonia de 1a4. Somente a partir de 1808, com a chegada da familia real portuguesa no
Brasil, livros comegaram a ser impressos no pais.

Apo6s uma fase de copias e tradugoes de livros europeus, passamos para a fase autoral.
Em torno de 1830, surgiram as primeiras obras didéaticas nacionais, como as do defensor da
implementagao do sistema métrico no Brasil: Candido Baptista de Oliveira (1801-1865) -
um dos pioneiros a tratar da MF em suas obras (VALENTE, 1999).

Oliveira (2015) ressalta a importancia de outros autores como Antonio Bandeira
Trajano (1843 - 1921), que escreveu varios livros de Matemaética - alguns reeditados mais
de cem vezes. Entre eles destacamos a sua trilogia Arithmetica.

Figura 1.10: Juros na Arithmetica Elementar Illustrada de Trajano (TRAJANO, 1907).
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Além das diferencas vocabulares e notacionais deste texto, caracteristicas do ano em
que foi escrito, Trajano considera empréstimos com juros sempre iguais a uma porcenta-

gem do valor inicial (o que hoje chamamos de juros simples).

Pergunta-se no referido trecho: quais sao os juros de 36000 réis a 5% ao ano durante
3 anos? Na solucao, é dito que 5% de 36000 réis sao 1800 réis, e prossegue-se: “Como 0s
1800 sao os juros de 1 ano, multiplicando agora estes juros por 3, teremos os juros de 3

anos, que sao 5400 réis”.

Devido a razoes sociais, econdmicas, culturais e outras daquela época, nao podemos
afirmar categoricamente que Trajano errou. Porém, repetir hoje o que ele fez, certamente,
seria um equivoco. No entanto, nao ¢ dificil encontrar em livros didaticos atuais situacoes

nada realistas como empréstimos bancarios a juros simples.

A seguir daremos uma explicacdo matematica baseada em raciocinio logico elementar

para justificar nossas tultimas afirmacoes.

Se vocé me emprestar 36000 hoje, & 5% ao ano, entao o juro daqui 1 ano sera
(5%).36000 = 1800. Mas este juro s6 deve permanecer constante no proximo ano se for
pago no final do primeiro ano. Caso contréario, a minha divida passa a ser 36000 + 1800 =
37800. Logo, nao faz sentido vocé continuar me cobrando 1800 réis de juros no segundo
ano, pois é como se, no final do primeiro ano, eu tivesse feito um novo empréstimo de
37800. Assim, é natural que vocé me cobre juros de (5%).37800 = 1890, donde o valor
a ser pago no final do segundo ano sera 37800 + 1890 = 39690. Analogamente, os juros
do terceiro ano serao (5%).39690 = 1984, 5. Portanto, o total de juros é 1800 + 1890 +
1984,5 = 5674, 5 em vez dos 5400 da solucao de Trajano.

O método que apresentamos acima é a esséncia do que denominamos atualmente de

Juros compostos. Este assunto sera detalhado no Capitulo 2.

Segundo Oliveira (2015), as obras de Trajano circularam pelas escolas brasileiras
durante quase um século e a sua metodologia, que era inovadora para época, predominou

nos livros de matemaética deste periodo.

Apenas na quarta fase da historia da Matemética no Brasil, conforme Lima (2007), a
MF passou a ser abordada de modo um pouco diferente. A primeira aparicao da expressao
“matematica financeira” em textos do MEC (Ministério da Educagao) ocorreu em 2002,
nas Orientagoes Educacionais Complementares aos Parametros Curriculares Nacionais
para o Ensino Médio ou “PCN+" (BRASIL, 2002). Retomaremos este contexto legal na

proxima subsecao.

Em 2001, o nimero 46 da Revista do Professor de Matemética apresentou um artigo
sobre o livro “Exame de Textos: Analise de Livros de Matematica para o Ensino Médio”
(LIMA, 2001), no qual, apo6s a apreciagao de 36 livros de Matematica deste nivel de en-
sino, concluiu-se que, em geral, apesar de bem impressos e ilustrados, os livros continham

“muitas imprecisoes e erros’, seus textos nao induziam o leitor a pensar, transmitiam
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sistematicamente a ideia de que as generalizacoes matematicas resultam de alguns casos
particulares, eram utilizadas terminologias peculiares raramente retomadas na Universi-
dade e nao estabeleciam conexoes entre os assuntos estudados em diferentes capitulos ou
volumes, tais como progressoes, funcgoes e juros. Logo, das trés componentes basicas do
ensino da Matemaética (conceituag¢ao, manipulagao, aplicagoes), privilegiavam a manipu-
lacao e, além disto, a parte conceitual era muito deficiente e as aplicac¢oes reais e contex-
tualizadas praticamente inexistiam. Em particular, segundo Lima (2001), nos livros de

Ensino Médio analisados, “a Matematica Financeira nao é suficientemente desenvolvida”.

Em 2002, o professor Morgado ainda se sentia muito incomodado com a preferéncia
nacional pelo ensino dos juros simples nas escolas, em vez de se priorizar os juros com-
postos. Isto fica evidente no video Papmem (2015), onde Morgado considera tal situacao
“lastimavel”, pois “cria no aluno a ilusao de que ele aprendeu a fazer calculos financeiros”,
contribuindo para que o aluno se torne “uma vitima facil dos espertalhoes que praticam

a fina arte de afastar os tolos do seu dinheiro”. O saudoso mestre complementa:

Se for ensinar apenas juros simples, é melhor nao ensinar; assim, pelo menos
vocé nao cria no aluno a falsa impressao de que ele entende daquilo. E melhor
nao saber do que saber errado. Quem nao sabe e tem consciéncia que nao sabe
sempre pode procurar um especialista. Agora, quem pensa que sabe, ai nao
tem jeito (PAPMEM, 2015).

Do inicio do século XXI para cé, houve algumas mudancas significativas no ensino
da MF, decorrentes, principalmente, da BNCC, cuja 12 versao foi divulgada em 2015, a
22 em 2016 e a 32, dita “versao final”, em 2018. A partir da andlise das primeiras versoes

da BNCC e de livros didaticos daquela época, Amorim (2016) afirma que

O ensino de Matematica Financeira no Ensino Basico obedece, frequentemente,
um roteiro padronizado descrito pelos livros didaticos mais utilizados no pais.
Em geral, inicia-se o tema com uma revisao dos calculos com porcentagens,
abordando acréscimos e descontos percentuais e determinagao de taxas. Em
seguida, introduz-se os conceitos de Capital, Juros, Taxas de Juros e Montante
e, entao, o aluno é apresentado a dois regimes distintos de juros: os Juros Sim-
ples e os Juros Compostos; em seguida, suas formulas para célculo de montante
s@o apresentadas (as vezes sem justificativa) e exaustivamente aplicadas em
exemplos e exercicios quase sempre desconectados da realidade. Alguns livros
chegam a tratar rapidamente, e aparentemente como um tema complementar,

de alguns problemas de equivaléncia de capitais e de atualizacao financeira.

Amorim (2016) também diz que o ensino tradicional nao costuma abordar os siste-
mas de amortizag¢ao mais usados, problemas de tomada de decisao envolvendo equivaléncia
de capitais nem de determinagao de taxas de juros embutidas em financiamentos ditos

“sem juros”.
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O PISA de 2018 pode contribuir neste contexto, pois, de acordo com seus dados,
os alunos brasileiros, quando questionados se tiveram, nos ultimos 12 meses, “livro-texto
especifico sobre questoes financeiras”, responderam que nao 58%, que sim 20,9% e os que
nao sabiam foram 20,2%. A mesma pergunta em relacao a “livro didatico sobre algum
outro assunto, mas que discuta questoes financeiras” teve 49,5% de respostas negativas,
28,8% positivas e 21,5% disseram nao saber (OCDE, 2020).

Se os alunos entrevistados fossem todos de escolas publicas piauienses, a resposta
“nao” para a primeira indagacao, provavelmente, seria proxima dos 100%, tendo em vista
que, durante mais de vinte anos lecionando na rede estadual de ensino do Piaui, até
2021 nao havia sido disponibilizado livro de matemética tratando especificamente da MF.
Para exemplificar, citamos os livros Balestri (2016), Dante (2016), Iezzi (2016), Souza
(2016), que abordam a MF em meio a outros assuntos. Entretanto, as colegdes aprovadas
pelo Programa Nacional do Livro Didatico - PNLD - de 2021 apresentaram volumes
priorizando MF. Entre eles: Andrade (2020), Bonjorno (2020), Cevada (2020), Chavante
(2020), Dante (2020), Longen (2020), Souza (2020).

Quanto aos 11 livros didaticos citados acima (cada um aprovado pelo MEC em
seu respectivo ano de publica¢ao) e outros como lezzi (2004), Iezzi (2018), Leonardo
(2017) e Paiva (2015), todos contém pelo menos o basico da MF, embora a maioria
persista na sequéncia tradicional mencionada por Amorim e em aplicacoes desconexas da
realidade como exemplos irreais envolvendo juros simples. Em relagao ao trabalho com
recursos tecnologicos, os livros de 2020 apresentam aplicagoes de planilhas eletrénicas na
resolucao de problemas de MF, mas nenhum explora o uso de uma calculadora financeira
como a HP12c. Além disto, ou estes livros tratam de modo muito superficial ou sequer
mencionam contetdos como a capitalizacao mista, os sistemas de amortizacoes e a anélise

de investimentos.

Em outros capitulos desta dissertacao, detalharemos o estudo dos trés tltimos assun-
tos mencionados, mas é pertinente ressaltarmos aqui alguns de seus aspectos principais,

0s quais motivaram a sua abordagem.

A capitalizacao mista, que opera com juros compostos em prazos inteiros e com
juros simples na parte nao inteira do prazo, ¢ um método muito comum no mercado. Ele
ocorre, de modo geral, em todo problema financeiro que opera com intervalos de tempo
fracionarios e é a principal aplicacao pratica dos juros simples. Por exemplo, podemos
encontra-lo nos juros moratorios, em descontos de titulos, na analise de investimentos pelo
“Payback descontado” e no modo padrao de funcionamento da HP12c. Entretanto, nao

encontramos sequer um livro de nivel médio tratando deste assunto.

Os sistemas de amortizagoes estao presentes na maioria dos parcelamentos, prin-
cipalmente em financiamentos de longa duracao. Este contetido é mais facilmente en-
contrado em livros didaticos do Ensino Médio mais recentes. Porém, nos supracitados,

estes sistemas sao, geralmente, abordados superficialmente, sem evidenciar deslocamentos

23



Capitulo 1. Introducdo

de valores no tempo por meio de diagramas de fluxo de caixa e sem demonstragoes de

formulas.

Comparar investimentos para escolher o mais viavel é tao importante quanto com-
parar sistemas de amortizagoes para nao se endividar em um financiamento, entretanto,

nao notamos qualquer analise de investimentos nos livros de nivel médio mencionados.

1.1.5 Um pouco sobre leis e normas

Mencionamos anteriormente algo sobre a BNCC, mas é importante ressaltarmos

alguns pontos que levaram a sua elaboracao e suas propostas quanto ao ensino da MF.

A Constituigao Federal (BRASIL, 1988) determinou como competéncia privativa da
Uniao legislar sobre as “diretrizes e bases da educac@o nacional” (Art.22, XXIV) e definiu
a educagao como “direito de todos e dever do Estado e da familia” a ser “promovida e
incentivada com a colaboracao da sociedade, visando ao pleno desenvolvimento da pessoa,

seu preparo para o exercicio da cidadania e sua qualificagdo para o trabalho” (Art.205).

A partir dai, em 1996, foi criada a Lei de Diretrizes e Bases da Educagao Nacional
- LDB (BRASIL, 1996), onde se estabeleceu que “os curriculos da educagao infantil, do
ensino fundamental e do ensino médio devem ter base nacional comum” (Art.26). Em
particular, esta lei define direitos e objetivos de aprendizagem do ensino médio em quatro
areas do conhecimento, entre as quais “matemética e suas tecnologias” (Art. 35-A -
incluido em 2017).

A nossa “Carta Magna” abriu o caminho para a reforma do ensino nacional e a LDB
foi o marco inicial deste processo, mas a BNCC, prevista nesta Lei, s6 foi definida mais
de vinte anos depois. Antes dela, os programas de ensino pautaram-se pelos Parametros

Curriculares Nacionais - PCN. Vejamos como a MF ¢é tratada nestes marcos legais.

No inicio do século XXI, a MF comecgou a ser mencionada nos “PCN-". Porém,
apenas como aplicacao do estudo de fungoes, sem fazer parte do quadro de contetidos.
Em todas 141 paginas do documento, o tema é citado uma tnica vez da seguinte forma:
“As fungoes exponencial e logaritmica (...) s@o usadas para descrever a variagao de duas
grandezas em que o crescimento da variavel independente é muito rapido, sendo aplicada

em areas do conhecimento como matemdtica financeira (...)” (BRASIL, 2002).

Em 2010, houve uma mobilizacao nacional para promover acoes de educagao finan-
ceira, securitaria, previdenciéria e fiscal no Brasil. Trata-se da ENEF, que foi renovada
pelo Decreto Federal n® 10.393, de 9 de junho de 2020, visando contribuir para o fortaleci-
mento da cidadania ao fornecer e apoiar acoes que ajudem a populagao a tomar decisoes
financeiras mais autonomas e conscientes. Dos 8 6rgaos e entidades governamentais que

integram a nova ENEF, destacamos o BCB e a CVM (BRASIL, ¢2017).

A partir dai, o Comité Nacional de Educacao Financeira - CONEF - publicou a
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colegdo “Educagao financeira nas escolas: ensino médio” (BRASIL, 2013): um material
que aborda desde a vida financeira familiar até a economia mundial. Ele foi distribuido
gratuitamente em escolas brasileiras e, mesmo que nao tenha sido amplamente tralhado

em sala de aula, significou um avanco importante para o ensino da MF.

Em 2015, houve uma primeira versao da BNCC, na qual se fazia uma tinica menc¢ao
a MF. Pior foi a segunda versao de 2016, que nao mencionou a MF uma vez sequer. Mas
isto foi corrigido em 2018, com a publicagao da “versao final” da BNCC. Na parte do
Ensino Médio, esta base menciona que, “na area de Matemaéatica e suas Tecnologias, os
estudantes devem consolidar os conhecimentos desenvolvidos na etapa anterior e agregar
novos (...)” (BRASIL, 2018). Entao devemos estender para esta area as orientagoes que
a BNCC faz para a Mateméatica no Ensino Fundamental. Entre elas, destacamos, na

unidade teméatica “Niumeros”,

o estudo de conceitos basicos de economia e financgas, visando & educacgao fi-
nanceira dos alunos. Assim, podem ser discutidos assuntos como taxas de
juros, inflagdo, aplicagoes financeiras (rentabilidade e liquidez de um investi-
mento) e impostos. Essa unidade tematica favorece um estudo interdisciplinar
envolvendo as dimensoes culturais, sociais, politicas e psicologicas, além da
econdmica, sobre as questoes do consumo, trabalho e dinheiro. E possivel, por
exemplo, desenvolver um projeto com a Histoéria, visando ao estudo do dinheiro
e sua funcao na sociedade, da relagao entre dinheiro e tempo, dos impostos em
sociedades diversas, do consumo em diferentes momentos histéricos, incluindo
estratégias atuais de marketing. Essas questoes, além de promover o desen-
volvimento de competéncias pessoais e sociais dos alunos, podem se constituir
em excelentes contextos para as aplicagoes dos conceitos da Matematica Fi-
nanceira e também proporcionar contextos para ampliar e aprofundar esses
conceitos (BRASIL, 2018).

Especificamente para o Ensino Médio, a BNCC propoe que sejam desenvolvidas 43

habilidades em Matemaética e suas Tecnologias. Destas, identificamos 10 ligadas & MF:

(EM13MAT101) Interpretar criticamente situagdes econdmicas, sociais e fatos
relativos as Ciéncias da Natureza que envolvam a variacdo de grandezas, pela
analise dos graficos das funcoes representadas e das taxas de variagdo, com ou

sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT104) Interpretar taxas e indices de natureza socioeconomica (indice
de desenvolvimento humano, taxas de inflagdo, entre outros), investigando os
processos de calculo desses ntimeros, para analisar criticamente a realidade e

produzir argumentos.

(EM13MAT203) Aplicar conceitos mateméaticos no planejamento, na execugao
e na anilise de acOes envolvendo a utilizagao de aplicativos e a criagao de
planilhas (para o controle de or¢amento familiar, simuladores de céalculos de

juros simples e compostos, entre outros), para tomar decisoes.

(EM13MAT303) Interpretar e comparar situagdes que envolvam juros simples

com as que envolvem juros compostos, por meio de representagoes graficas ou

25



Capitulo 1. Introducdo

analise de planilhas, destacando o crescimento linear ou exponencial de cada

Caso.

(EM13MAT304) Resolver e elaborar problemas com fungdes exponenciais nos
quais seja necessario compreender e interpretar a variacao das grandezas en-

volvidas, em contextos como o da Matematica Financeira, entre outros.

(EM13MAT305) Resolver e elaborar problemas com fungées logaritmicas nos
quais seja necessario compreender e interpretar a variacao das grandezas en-
volvidas, em contextos como os de abalos sismicos, pH, radioatividade, Mate-

matica Financeira, entre outros.

(EM13MAT403) Analisar e estabelecer relagoes, com ou sem apoio de tecno-
logias digitais, entre as representagoes de fungdes exponencial e logaritmica
expressas em tabelas e em plano cartesiano, para identificar as caracteristicas

fundamentais (dominio, imagem, crescimento) de cada fungao.

(EM13MAT503) Investigar pontos de maximo ou de minimo de fungoes qua-
draticas em contextos envolvendo superficies, Matematica Financeira ou Cine-

matica, entre outros, com apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT507) Identificar e associar progressoes aritméticas (PA) a fungdes
afns de dominios discretos, para anéalise de propriedades, deducao de algumas

formulas e resolucao de problemas.

(EM13MAT508) Identificar e associar progressoes geométricas (PG) a fungoes
exponenciais de dominios discretos, para anélise de propriedades, deducao de

algumas formulas e resolucao de problemas (BRASIL, 2018).

Podemos perceber que houve um avango significativo da importancia dada a MF,

em documentos oficiais do MEC.

A BNCC ¢é uma das bases para a edificacao deste trabalho. Outro importante
alicerce para esta obra é o da “Cidadania Financeira”, que, segundo o BCB, “é o exercicio
de direitos e deveres que permite ao cidadao gerenciar bem seus recursos financeiros”, cujo
desenvolvimento ocorre “por meio de um contexto de inclusao financeira, de educacao
financeira, de protecao do consumidor de servigos financeiros e de participagao no didlogo
sobre o sistema financeiro” (BCB, 2018).

Existem muitos outros aspectos legais referentes ao sistema financeiro nacional e a
crimes financeiros que merecem ser estudados. Mas destacaremos aqui apenas o delito da
usura, definido legalmente, em 1933, como toda simulagao ou pratica tendente a ocultar
a verdadeira taxa do juro ou a fraudar dispositivos legais (Art.13 do Decreto 22.626). O
mesmo decreto proibe “contar juros dos juros”, exceto “a acumulacao de juros vencidos
aos saldos liquidos em conta corrente de ano a ano” (Art. 4°9). Isto tornou ilegal a

capitalizagao de juros em periodos inferiores a um ano, com excecgoes.

Segundo Puccini, (2017), “essa proibigao foi mantida pelo Novo Codigo Civil (Lei
10.406, de 2002)”, porém ndo significa uma “proibi¢ao explicita quanto & utilizacao do

regime de juros compostos”, pois ele “nao implica, necessariamente, a cobranca de juros

26



Capitulo 1. Introducdo

sobre juros”. Uma explicacao para isto foi dada na abordagem do problema de emprestar
36000 a 5% ao ano (vide p.21).

Para nao sermos vitimas ou acusados de crimes de usura, devemos estar atentos aos

limites legais que caracterizam a cobranga abusiva de juros (Lei 1.521/51).

1.2 Objetivos

A partir do que foi posto até aqui, estabeleceremos os objetivos desta pesquisa.

1.2.1 Objetivo Geral

Apresentar propostas de abordagem da MF no Ensino Médio, com foco no regime
de juros compostos, buscando explorar em vérios contextos e de diferentes modos as
movimentagoes financeiras no tempo, a fim de contribuir para a formacgao de cidadaos
financeiramente saudaveis e proativos, capazes de minimizar perdas e maximizar ganhos,
tomando decisoes financeiras inteligentes e podendo, assim, conseguir uma melhor quali-

dade de vida para si e para outrem.

1.2.2 Objetivos Especificos

e Apresentar de modo claro, conciso, preciso e contextualizado os principais conceitos
e resultados da MF, a partir de recomendacoes do MEC, de grandes mestres e
especialistas nesta area, bem como da experiéncia pessoal de mais de vinte anos na

licenciatura do tema.

e Priorizar o estudo dos juros compostos, evidenciando que este regime de capitaliza-
¢ao é a regra geral do mundo das finangas e que os juros simples sao uma excecao

a esta regra.

e Proporcionar meios para que o aluno aprenda a teoria basica da MF conectada a
outros conhecimentos, ao seu cotidiano e a realidade do mercado, possibilitando e

intermediando, o quanto antes, a colocacao da teoria em pratica.

e Propor atividades de MF' a serem desenvolvidas em sala de aula, de modo aritmético,
algébrico, tecnologico e sistematico, onde a mesma atividade pode ser trabalhada
inicialmente em um contexto introdutoério e retomada na abordagem de diferentes
assuntos da MF.

e Explorar o uso da calculadora financeira HP12c e da planilha eletronica Excel na

resolucao de problemas reais de MF.
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e Contribuir para o desenvolvimento das dez habilidades apresentadas pela BNCC
(BRASIL, 2018), que citamos anteriormente, focando nas seguintes: EM13MAT101,
EM13MAT104, EM13MAT203, EM13MAT303 e EM13MAT304.

e Auxiliar na aquisi¢ao de habilidades necessarias para resolver problemas envolvendo
capitalizagao mista, sistemas de amortizacao e analise de investimentos, sem e com
o auxilio da HP12c e do Excel.

e Colaborar para a construgao da Cidadania Financeira, buscando a formacao de
individuos capazes de lidar com problemas financeiros tipicos do seu dia a dia, de
identificar fraudes e abusos do mercado e de progredir financeiramente na vida, sem

precisar faltar com a ética e a honestidade.

e Servir de base para a elaboracao de materiais didaticos sobre MF, que atendam aos

objetivos anteriores.

1.3 Estrutura do Trabalho

A fim de atingir os objetivos anteriores, esta dissertacao foi organizada em seis

capitulos, além das referéncias bibliograficas e dos apéndices.

No Capitulo 1, a atual introducao, contextualizamos a MF sob aspectos sociais,
historicos, didaticos e legais, estabelecendo, neste processo, suas caracteristicas essenciais

e o que buscamos alcancar com este trabalho.

No Capitulo 2, apresentamos os fundamentos da MF, exaltando seus principais
conceitos e resultados, sempre em conexao com outros conteidos mateméticos, como

progressoes e fungoes, e com situagoes da vida real.

No Capitulo 3, sao abordadas as sequéncias de pagamentos, com foco nas que ocor-

rem nos sistemas de amortizagoes mais comuns e em investimentos financeiros.

No Capitulo 4, tratamos dos recursos tecnologicos mais utilizados no mercado finan-

ceiro: a calculadora financeira HP12c¢ e o software Microsoft Excel.

No Capitulo 5, propormos oito atividades sobre a MF, acompanhadas de solugoes

aritméticas, algébricas e tecnologicas.

No Capitulo 6, constam as consideragoes finais, onde ressaltamos as principais con-

tribuicoes inovadoras deste trabalho e fazemos nossas tltimas observagoes e desenlaces.
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Fundamentacao Teoérica

Este capitulo ¢ dedicado aos fundamentos da Matematica Financeira (MF).

2.1 Pressupostos

Como o presente trabalho foca no 3° ano do ensino médio, espera-se que boa parte da
matemaética basica tenha sido estudada. Assim, partiremos de pressupostos conhecimentos
sobre conjuntos, sequéncias e fungoes. Apresentamos a seguir as principais notagoes,
conceitos e resultados referentes a estes assuntos que sao utilizados aqui. Eles estao um

pouco mais detalhados do Apéndice A ao Apéndice I.

O conjunto dos nimeros naturais IN = {15 2; 3; ...} deve ter sido compreendido
como modelo abstrato de contagem fundamentado na ideia de sucessividade, o conjunto
dos ntimeros inteiros Z = {...; —2; —1;0; 15 2; ...} precisa estar definido pela uniao disjunta
NuU{0}U{—n, Vn € N} e o conjunto dos numeros reais R deve estar caracterizado pela
sua correspondéncia biunivoca com a reta e pelos seguintes fatos: QUI =R e QNI = @,
onde Q = {m/n, V(m;n) € Z x N} é o conjunto dos nimeros racionais e [ = R — Q ¢

o conjunto dos nimeros irracionais, ambos infinitos (vide Apéndices A, B e C).

Consideramos que se saiba operar aritmética e algebricamente no universo R, inclu-

sive com equagoes e fungoes polinomiais, exponenciais e logaritmicas.

Em particular, dados A, B € R, uma relagao f : R — R (f de R em R) sera dita
fungao polinomial do 1?2 grau quando A # 0 e f(x) = A.x + B para todo x € R ou
fung¢io exponencial quando A > 0, B > 0 e f(z) = B.A" para todo x € R. Além disto,
iremos considerar fato conhecido que o grafico da fun¢ao polinomial do 1° grau ¢ uma
reta ascendente se A > 0 ou descendente se A < 0 e que o grafico da fungao exponencial é

uma curva exponencial ascendente se A > 1 ou descendente se A < 1 (vide Apéndice G).

Também serao de suma importancia as fun¢oes reais com dominio discreto repre-

sentadas por sequéncias numéricas: (a,) = (a1; az; az; ...). Entre elas, destacamos a
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progressao aritmética (PA) e a progressao geométrica (PG), cujos principais resultados

apresentamos a seguir (vide Apéndice H).

Na PA (a,) de razao r € R, para todo n € N, temos: a,, = a; +7r.(n — 1) (TPA -

termo geral da PA) e Y a; = M (SPA - soma dos n primeiros termos da PA).
k=1

Na PG (a,) de razio ¢ € R, para todo n € IN, temos: a,, = a;.¢™ Y (TPG - termo
geral da PG) e Y ap = ay. (%), se ¢ # 1 (SPG - soma dos n termos iniciais da PG).
k=1

+o0o
Caso |g| < 1, temos Y ap = i (SPG4 - limite da soma dos infinitos termos da PG que
k=1
tem razao entre —1 e 1).
Uma breve revisao desses pré-requisitos pode ser realizada por meio de exercicios no
contexto da MF. Com este objetivo, analisaremos o problema de decidir entre comprar a

vista ou a prazo, na 12 solugao da atividade do Capitulo 5.

Além dos conhecimentos mateméaticos anteriores, suporemos que se tenha acesso a
maquinas de calcular, computadores e internet. Para este capitulo e para o préximo,
serao suficientes as calculadoras cientificas, que vém de fabrica na maioria dos telefones

celulares e estao disponiveis gratuitamente na internet.

Por fim, suporemos todo valor monetario em reais (R$), que iremos considerar, a

priori, uma moeda forte, em cenario econémico estavel, salvo men¢ao em contrario.

2.2 Definicao de MF

Tradicionalmente, costuma-se dizer que a MF é o ramo da Matematica “que trata,
em esséncia, do estudo do valor do dinheiro ao longo do tempo” (ASSAF NETO, 2012).
Apesar de estar correta do ponto de vista académico e formal, esta definicao nao explicita

importancias sociais e pedagbgicas da MF.

Considerando o sistema econdémico vigente na maioria dos paises, inclusive no Bra-
sil, a MF deve ser apresentada também como “segmento da matematica que contribui
para que os individuos possam exercer sua cidadania em um mundo capitalista” (CAS-
TELO BRANCO, 2016). Em seguida, o mesmo autor qualifica a MF como “linguagem

de alfabetizacao” para este mundo.

Neste contexto, ¢ imprescindivel esclarecer que o objetivo da aprendizagem da MF
¢ adquirir conhecimentos minimos para lidar com as questoes financeiras do dia a dia,
mas também para economizar e gerar dinheiro por meio de organizacao orgcamentéaria,
consumo consciente, investimentos rentaveis e empreendedorismo, buscando assim con-
quistar estabilidade financeira e melhorar gradativamente a qualidade de vida. Portanto,

o ensino da MF deve almejar a “Cidadania Financeira”.
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Dando continuidade a esse processo conceitual, Puccini (2017) reafirma que a “Ma-

mati inanceir 3 diretamente li valor inheiro n m r n
tematica Financeira esta diretamente ligada ao valor do dinheiro no tempo” e acrescenta
que este valor “esté interligado a existéncia da taxa de juros”. Além disto, ele fundamenta

a MF em dois mandamentos:

- somente valores monetarios da mesma data podem ser comparados e somados

algebricamente;

- valores de datas diferentes sdo grandezas que nao podem ser somadas algebri-
camente ou comparadas entre si, a menos que sejam previamente movimentadas

para a mesma data, com a correta aplicagao de uma taxa de juros.

(PUCCINI, 2017)

Este ensejo remete ao conceito de valor nominal, que é um valor de face declarado

em determinada data. Logo, valores nominais iguais podem nao ter o mesmo valor real.

Citamos a seguir uma excelente defini¢ao técnica para a MF, de Morgado (2005),

que emprega sua terminologia especifica a ser detalhada na secao 2.3.

A operagao bésica da matemética financeira é a opera¢ido de empréstimo. Al-
guém que dispoe de um capital C' (chamado principal), empresta-o a outrem
por certo periodo de tempo. Apoés esse periodo, ele recebe o seu capital C' de
volta, acrescido de uma remuneracao J pelo empréstimo. Essa remuneragao
é chamada de juro. A soma C + J é chamada montante e serd representada
por M. A razdo i = J/C, que ¢é a taxa de crescimento do capital, serd sempre

referida ao periodo da operacdo e chamada de taxa de juros.

2.3 Conceitos basicos da MF

Nesta secao, explicaremos melhor os termos mencionados na tultima citacao, acres-

centando a eles o fluxo de caixa. A seguir, apresentamos um breve resumo destes conceitos:

e Operagao financeira: execucao de medidas com uma finalidade financeira.

e Capital inicial (C): dinheiro transacionado no inicio da operagao financeira.

e Juro (J): remuneragao do capital ou indenizagao por um prejuizo financeiro.

e Montante (M): capital inicial acrescido do juro, isto é, M = C' + J.

e Taxa de juro (i): quociente J/C, que deve sempre ter um periodo de referéncia.
e Prazo (n): duragdo (em periodos da taxa) de uma operagao financeira.

e Fluxo de caixa: conjunto de receitas e despesas ou uma destas movimentagoes.
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2.3.1 Operacgao financeira

A partir do dicionério, operagdao financeira (ou comercial) pode ser entendida como
a “execucao de medidas consideradas necessarias a consecuc¢ao de um objetivo financeiro”
(FERREIRA, 2010). Como exemplos temos compras & vista e a prazo, descontos e au-
mentos sobre valores monetérios, empréstimos bancéarios, investimentos financeiros, finan-

ciamentos, antecipagoes e atrasos de pagamentos, amortizagoes de dividas.

Podemos considerar que o empréstimo é a operacao fundamental da MF, pois, na
maioria das operagoes financeiras, ou se toma dinheiro emprestado de alguém ou se em-

presta dinheiro para alguém. Este caso ocorre ao se realizar investimentos financeiros.

2.3.2 Capital inicial

Na MF, o capital inicial, cujo valor serda denotado pela letra C', “é o recurso finan-
ceiro transacionado na data focal zero de determinada operagao financeira” (CASTELO
BRANCO, 2016). Esta data focal corresponde ao inicio da operagdo, que, nao necessa-
riamente, é “hoje”, pois a operacao pode ter comecado num tempo pretérito ou pode ser

planejada para iniciar num momento futuro.

Outras denominagoes que podem remeter & ideia de capital inicial sao principal,

valor presente, saldo inicial, divida inicial, valor atual, valor liquido.

Aproveitamos o ensejo para ressaltar que, em MF| capitalizar significa “converter em
capital”, isto €, gerar dinheiro pela incorporacao de juros ao principal. Reciprocamente,
descapitalizar é reduzir este valor (FERREIRA, 2010).

2.3.3 Juro

Dos conceitos basicos da MF, certamente o mais importante é o de juro. A principio,

devemos compreender que a sua existéncia

decorre do fato de que a maioria das pessoas prefere consumir seus bens no
presente e nao no futuro. Em outras palavras, havendo uma preferéncia tem-
poral para consumir, as pessoas querem uma recompensa pela abstinéncia. Este
prémio para que nao haja consumo é o juro (MATHIAS, 2009).

Para Assaf Neto (2012), “postergar uma entrada de caixa por certo tempo envolve
um sacrificio, o qual deve ser pago mediante uma recompensa, definida pelos juros”.

O juro pode ser analisado sob duas perspectivas: de quem paga e de quem recebe.

Para o pagador, o juro representa custo, despesa, perda, prejuizo. Para o recebedor, o
juro é uma renda, uma receita, um ganho, um lucro (CASTELO BRANCO, 2016).

Segundo glossario do BCB, juro
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E o custo que se tem para “deslocar” o dinheiro no tempo. Assim, para empres-
tar a um cliente, no momento presente, certa quantia que ele s6 teria no futuro e
depois de poupar por algum tempo, as institui¢oes financeiras vao cobrar o pa-
gamento nao s6 da quantia emprestada, mas também um valor adicional. Esse
valor adicional sao os juros. Inversamente, se esse cliente depositar a mesma
quantia em alguma aplicagdo do banco, vai esperar um valor maior quando
fizer o resgate tempos depois. Nesse caso, é o banco que paga os juros por s
devolver no futuro o dinheiro que recebeu em deposito no presente. Também
é possivel entender os juros como um “aluguel” que alguém paga por usar um
dinheiro que nao é seu (por exemplo, quando se pega um empréstimo, faz um
financiamento ou compra a prazo) ou o “aluguel” que uma pessoa recebe por
deixar outra pessoa utilizar o seu dinheiro (por exemplo, quando se coloca o
dinheiro na caderneta de poupanca).

Exemplo de uso: Sera que vale a pena eu pagar juros para comprar essa TV
parcelada hoje ou eu posso esperar mais uns meses e comprar a vista, quem
sabe com desconto? (BCB, 2013)

No Capitulo 5, analisaremos a atividade [A.1], que trata de uma tomada de decisdo

como esta, mas substituimos a TV por algo muito mais til - uma colecao de livros.

Os juros podem ser classificados como “remuneratérios ou moratorios”. No primeiro
caso, funcionam como aluguel pelo uso do dinheiro alheio. No segundo, sao uma indeni-

zagao pelo prejuizo resultante do atraso em um pagamento (PUCCINI, 2017).

Costuma-se denotar juro pela letra J. Ele é um valor monetario que nao deve ser

confundido com a taza de juro (vide subsegao 2.3.5).

2.3.4 Montante

O montante é o valor monetario acumulado resultante de uma operagao financeira
apos determinado tempo, ou seja, é o capital acrescido de juros ao fim da capitalizacao
(CASTELO BRANCO, 2016). Considerando que o capital C' renda juro J, num certo

intervalo de tempo, o montante gerado no final sera M = C + J.

Valor futuro, soma, saldo final, divida final, valor nominal, valor bruto sao expressoes

que podem ser empregadas com o mesmo sentido de montante.

2.3.5 Taxa de juro

De modo geral, taxa de variacao indica um acréscimo ou decréscimo relativo. Se
uma grandeza passa do valor x para o valor y, sua taxa de variagao é a razao do quanto
variou y — x pelo seu valor anterior x (MORGADO, 2005). Por isto, na MF, a taza de juro
éi=J/C,onde J = M—C éo juro que o capital C rende para formar o montante M apos
certo tempo. Este intervalo temporal é o periodo da taxa, que sempre deve acompanhé-la.

Os periodos mais comuns sao ao ano, ao més e ao dia.
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O uso da letra ¢ vem da denominacao inglesa “interest rate” para “taxa de juro”.

Exemplo 2.1: R$ 100 geram R$ 110, em 1 ano, mediante taxa de juro anual de

10200 — 10% = 0,1. Note: 110 = 100 + 100.(0,1) = 100.[1 + (0,1)] = 100.[1,1].

Exemplo 2.2: R$ 100 se transformam em R$ 90, apds 1 ano, a taxa anual de juro

00 = —10% = —0,1. Note: 90 = 100 + 100.(—0,1) = 100.[1 + (—0,1)] = 100.[0,9].

Um capital C, a taxa de juro ¢, gera o montante C'+ C.i = C.(1+1), apos 1 periodo
de 7. Os numeros 1,1 e 0,9 presentes nos dois ultimos paragrafos sao generalizados aqui
pelo fator de variag¢io (1+1), que é um fator de aumento ou capitalizagao, quando i > 0,
e um fator de desconto ou descapitalizagao, quando i < 0 (AMORIM, 2016).

Ressaltamos que, se considerarmos a taxa de juro positiva, ha outros dois processos
de capitalizacao e descapitalizacao que consistem em deslocar o dinheiro para o futuro e

para o passado, respectivamente. Concentramos a nossa pesquisa nesta interpretacao.

e Deslocando o capital C' em 1 periodo de i > 0 no futuro, obtemos M = C.(1 + 1)

(neste caso, (1 + 1) ¢ fator capitalizante).

1

e Deslocando o montante M em 1 periodo de ¢ > 0 no passado, obtemos C' = M. i)

(neste caso, 1/(1 + ) é fator descapitalizante).

No exemplo 2.1, a partir da taxa i = 10% ao ano, capitalizamos 100 multiplicando-o
por 1,1. Reciprocamente, podemos descapitalizar 110 aplicando-lhe o inverso deste fator
de capitalizagdo. Resumindo, 100.(1,1) = 110 assim como 110.(1/1,1) = 100.

Existem varios tipos de taxas de juros, como taxas de aumento e de desconto, taxas
equivalentes, taxa acumulada e taxa média, taxa efetiva e taxa nominal, a taxa minima
(ou maxima) de atratividade, taxa interna de retorno, taxa de inflagao, taxa Selic. Em

momento oportuno veremos cada uma delas.

2.3.6 Prazo

Genericamente, o prazo de uma operagao financeira é a sua duracao. Este termo
difere da expressao “a prazo”, cujo significado é “com pagamento futuro” (FERREIRA,
2010). Por exemplo, uma compra a prazo feita em primeiro de janeiro de 2020 e quitada

no dia primeiro de janeiro de 2021 é uma operagao com prazo de 1 ano.

Sempre que o problema nao tratar de “dias exatos” (ano civil de 365 dias) ou “dias
tteis” (dias da semana exceto domingos e feriados), deve-se adotar o més comercial de

30 dias. No exemplo anterior, mesmo sabendo que 2020 foi um ano bissexto de 366 dias,
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como isto nao foi mencionado, entao o ano serd o comercial de 360 dias. Esta convenc¢ao
foi motivada por uma questao financeira que vai além da simplificacao de calculos e estéa

diretamente relacionada com a “regra de ouro”, que veremos na subsecao 2.4.1.

Neste contexto, a circular 2761 de 18/06/97 do BCB instituiu o ano de 252 dias

tuteis para célculos de diarizagao ou anualizagao de taxas que considerem apenas tais dias.

Adotaremos aqui a letra n para designar um prazo, devido a sua associacao com a
quantidade de periodos da taxa que, a priori, é dada por um ntmero natural. Mas, na

verdade, pode ser qualquer ntimero racional. Isto sera esclarecido mais & frente.

Observamos que, para efeito de célculos, a unidade de medida do prazo deve cor-
responder sempre & do periodo da taxa de juro. No empréstimo anterior com duragao de
um ano, sendo a taxa anual, o prazo é n = 1 ano, mas se a taxa for mensal, o prazo passa

a ser n = 12 meses e, para uma taxa diaria, terfamos n = 360 dias.

Na pratica, o dia é a menor unidade de tempo utilizada como prazo de uma operagao
financeira. Entretanto, a abstracao matematica permite explorar prazos infinitamente

menores. Abordaremos com brevidade este assunto na subsecao 2.4.3.

2.3.7 Fluxo de caixa

Fluzo de caiza (do inglés “cash flow”) pode se referir a um conjunto de entradas (re-
ceitas) e saidas (despesas) de dinheiro (caixa) ao longo do tempo ou a uma movimentagao

financeira realizada em determinado momento (PUCCINI, 2017).

Dependendo do ponto de vista, um valor monetéario pode significar receita ou des-
pesa. Exemplos: o salario de um empregado é uma receita para ele e uma despesa para
o seu patrao, um dinheiro tomado emprestado é receita para o devedor e despesa para o
credor, uma quantia investida no Tesouro Nacional representa despesa para o investidor
e receita para o Governo Federal.

2

Uma representacao simples e muito util para um fluxo de caixa é um diagrama
de setas denotando movimentagoes financeiras no tempo, o qual é ilustrado em uma
reta numérica horizontal orientada da esquerda para a direita. As entradas e saidas sao

expressas por seus valores nominais, atrelados as datas em que sao registrados.

Uma quantia em dinheiro é um valor absoluto, mas, ao ser contextualizada num
fluxo de caixa, adquire valor relativo. Esta relatividade costuma ser expressa pelos sinais
+ e —. O sinal positivo acompanha as receitas e o negativo, as despesas. Esta é uma
prética tipica da Contabilidade, que Morgado (2005) denomina de “logica do contador”.

Entretanto, nos diagramas destes fluxos, indicaremos entradas e saidas por setas
para cima e para baixo, respectivamente, sempre tracadas a partir do eixo do tempo. Na

extremidade de cada seta, serd expresso o valor nominal absoluto correspondente.
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Ressaltamos, que os sinais relativizantes serao empregados em outras ocasioes, como
na tabela do exemplo 2.4 (figura 2.3) e no uso da calculadora HP12c e do software Excel,

conforme veremos no Capitulo 4.

Exemplo 2.3: empréstimo de 1000 reais (capital inicial), com quita¢do em 3 meses
(prazo), mediante o pagamento de 1050 reais (montante). Esta movimentacao pode ser

representada pelos diagramas de fluxo de caixa nas figuras 2.1 e 2.2.

Figura 2.1: Fluxo de caixa do exemplo 2.3 na perspectiva do devedor.

1000

-
©O—O0—0C—06
!

1050

Figura 2.2: Fluxo de caixa do exemplo 2.3 na perspectiva do credor.

1050

-
©O—0—06—6
!

1000

Observemos que, no exemplo 2.3, ha juros de 50 reais ao trimestre, ou seja, a taxa
de juro trimestral é 50/1000 = 5% = 0,05. Por isto, levamos R$ 1000 trés meses adiante
multiplicando-o por 1,05 (fator de capitaliza¢ao) e trazemos R$ 1050 um trimestre para
tras multiplicando-o por 1/1,05 (fator de descapitalizagao). Isto significa que, a 5% ao

trimestre, 1000 no més 0 e 1050 no més 3 sao valores iguais.

Também dizemos que 1000 é o valor presente (VP) de 1050 e que 1050 é o wvalor
futuro (VF) de 1000. Este estudo sera pormenorizado no Capitulo 3.

Esses deslocamentos de valores no tempo constituem a ideia fundamental da MF,
que alicerga a almejada formagao do cidadao financeiro (BCB, 2018). O diagrama de fluxo
de caixa é uma Otima ferramenta para ajudar a visualizar estes deslocamentos. Porém
esta nao é a forma mais eficiente de representar um nimero elevado de movimentacoes
financeiras, principalmente quando hé varias delas na mesma data. Além disto, tal re-
presentacao omite informagoes importantes como as descrigoes das entradas e saidas e os

saldos periddicos. O formato tabular sana tais deficiéncias.
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Exemplo 2.4: O or¢camento de uma familia durante janeiro de 2021 inicia com saldo

positivo de 600 reais, seguido de variadas receitas e despesas, conforme a tabela abaixo.

Figura 2.3: Exemplo tabular de fluxo de caixa - planilha feita no Excel.

DATA DESCRI':;RO VALOR SALDO

01/01/2021 |Saldo anterior RS 600,00 | RS 600,00
02/01/2021 |Supermercado -RS 390,00 | RS 210,00
05012021 |Saldrio pai RS 2.950,00 | RS 3.160,00
05/01/2021 |saldrio mie RS 3.020,00 | RS 6.180,00
11/01/2021 |Plano de sadde -R5 800,00 | RS 5.380,00
11/01/2021 |Celular -RS 90,00 | RS 5.290,00
11/01/2021 |Internet -R% 75,00 | RS 5.215,00
11/01/2021 |Escola -R5 800,00 | RS 4.415,00
11/01/2021 |BSnus RS 170,00 | RS 4.585,00
12/01/2021 |Combustivel _R$ 100,00 | RS 4.485,00
15/01/2021 Servigos -R% 700,00 | RS 3.785,00
15/01/2021 |Cartio -R$ 150,00 | RS 3.635,00
16/01/2021 |Supermercado -R5 250,00 | RS 3.385,00
25/01/2021 .&gua -RS 105,00 | RS 3.280,00
25/01/2021 |Luz -R% 132,00 | RS 3.148,00
25/01/2021 |Condominio -R5 500,00 | RS 2.648,00
26/01/2021 |Combustivel -RS 100,00 | RS 2.548,00
29/01/2021 |Poupanga _RY 1.000,00 | RS 1.548,00
31/01/2021 |Lazer -R% 750,00 | RS 798,00

E perceptivel a inviabilidade de se representar este fluxo de caixa num diagrama.

No Capitulo 4, mostraremos como construir esta planilha no Excel.

2.4 Regimes de Capitalizagao

Regime de capitalizagao é uma convencao de calculo adotada para se obter o valor do
montante em uma operacao financeira. Os principais regimes de capitalizacao estudados

na MF s@o o de juros compostos e o de juros simples (IEZZI, 2004).

Castelo Branco (2016) simplifica definindo estes regimes como “métodos pelos quais
os capitais sao remunerados”. Em seguida, ele mostra um quadro intuindo a existéncia
de conexoes entre juros compostos, crescimento exponencial e PG, bem como entre juros
simples, crescimento linear e PA. Inspirados em quadros como este, criamos um diagrama
resumo na subsegao 2.4.5 (Figura 2.6), contendo os principais conceitos e resultados que

estao sendo abordados aqui.

Puccini (2017) diz ainda que, “a rigor, o processo de capitalizagao s6 ocorre no regime
de juros compostos”, porém “é comum o emprego da expressao capitalizacao simples para

se referir ao crescimento do dinheiro no regime de juros simples”.
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Existe também um regime de capitalizagao mista, que mescla juros compostos e

juros simples. Versaremos sobre ele na subsegao 2.4.8.

2.4.1 Juros Compostos e Juros Simples
No primeiro capitulo de Mathias (2009), afirma-se que

Quando o regime é de juros simples, a remuneracao pelo capital inicial aplicado
é diretamente proporcional ao seu valor e ao tempo de aplicagao. O fator de

proporcionalidade é a taxa de juros.

No capitulo seguinte, é estabelecido que

No regime de juros compostos, que tem grande importancia financeira por
retratar melhor a realidade, o juro gerado pela aplicagao seré incorporado a
mesma passando a participar da geragao de juros no periodo seguinte. Dizemos
entao que os juros sao capitalizados, e como nao s6 o capital inicial rende juros
mas estes sao devidos também sobre os juros formados anteriormente, temos o
nome juros compostos (MATHIAS, 2009).

Castelo Branco (2016) faz acréscimos importantes ao apresentar os juros simples
como sistema de capitalizagao linear fundamentado no conceito de PA e os juros compostos
como sistema de capitalizacao exponencial fundamentado no conceito de PG. Segundo este

autor, “o regime de juros compostos é o mais comum no sistema financeiro”.

A maioria das obras sobre MF aborda juros simples e compostos em capitulos dis-
tintos. Puccini (2017) também faz isto, porém inicia seu livro introduzindo estes regimes

em paragrafos consecutivos, de modo similar & nossa proposta, exceto pela ordem:

No regime de juros simples, (...) apenas o capital inicial (...) rende juros. (...)
Nesse regime, os juros de cada periodo que nao sao pagos periodicamente nao
sao somados ao capital para o calculo dos juros nos periodos subsequentes.
Consequentemente esses juros nao pagos nao sao capitalizados nem rendem

juros (...).

No regime de juros compostos, (...) os juros de cada periodo que néo forem
pagos no final do periodo sao somados ao capital e passam a fazer parte da base
de calculo dos juros para os periodos subsequentes. Nesse caso, as parcelas de
juros que nao forem pagas sao automaticamente capitalizadas e passam a render

juros nos préximos periodos.

O mesmo autor faz uma interessante ressalva quanto a legalidade na cobranga de
juros compostos. Eles ndo significam obrigatoriamente uma infra¢ao da Lei (anatocismo),
tendo em vista que s6 sao cobrados “juros sobre juros” quando os mesmos nao sao pagos

integralmente.
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Morgado (2005) faz uma abordagem diferente dos demais autores mencionados, bem
mais proxima da que proporemos aqui. Primeiro ele afirma que, “no regime de juros
compostos, os juros em cada periodo sao calculados, conforme é natural, sobre a divida
do inicio desse periodo”. Posteriormente, apos varios estudos pertinentes a esta forma de
capitalizagao, ¢ explicado que, “no regime de juros simples, os juros sao calculados, em
cada periodo, sobre o principal e nao sobre o montante do periodo anterior”. Ele comenta
ainda que “em algumas poucas situagdes usam-se juros simples e ndo juros compostos” (o

exemplo classico é o juro de mora).

O fato de os juros simples serem raramente usados pode ser justificado pela irdnica
“regra de ouro”, segundo a qual, “quem tem o ouro é quem faz as regras” (MORGADO,
2005). Desta forma, insinua-se que, em geral, é mais lucrativo para o credor emprestar
dinheiro a juros compostos do que a juros simples. Adiante isto serda exemplificado,

generalizado por meio de férmulas e visualizado graficamente.

A partir das definigdes apresentadas por Morgado (2005), Puccini (2011), Mathias
(2009), Castelo Branco (2016) e outros, definimos os regimes de capitalizagdo por recor-

réncia (ver Apéndice D), logo abaixo.

Definicao D-2.1: O regime de juros compostos caracteriza-se pela incidéncia da taxa de
juro i sobre o ultimo montante, isto é, sendo M (n) o montante ap6s n periodos inteiros
de i, definimos M (n+1) = M(n)+ M (n).i = M (n).(1+1), onde 1+i é fator de variagao.

Este regime ocorre tipicamente na cobranca de juros remuneratorios, cujos exemplos

classicos sao os empréstimos e os investimentos financeiros.

Definicao D-2.2: O regime de juros simples caracteriza-se pela incidéncia da taxa de
juro i somente sobre o capital inicial C, isto é, sendo M,(n) o montante apos n periodos

inteiros de i, definimos M (n + 1) = My(n) + C.i, onde C.i é o juro periddico constante.

Este regime ocorre tipicamente na cobranca de juros moratoérios, cujo exemplo clés-

sico ¢ a multa pelo atraso em um pagamento. Também ¢é usado em descontos de titulos.

Uma maneira frequentemente usada em livros didaticos para comparar estes regimes
de capitalizacao é analisar dois empréstimos, um em juros compostos e outro em juros
simples. Entretanto, esta pratica é uma incongruéncia, pois o empréstimo a juros simples
nao ocorre no mundo real. Para que nao seja descartada tal comparacao, tendo em vista
sua importancia para evidenciar algumas das principais caracteristicas dos regimes de
capitalizagao, podemos recorrer a divertida anedota que o professor Morgado costumava
sugerir nas suas aulas de MF, quando dizia que, “por ser a favor de colocar as coisas no seu
devido contexto, sempre apresentava os juros simples inserindo-os num conto de fadas”.
Ele contava que, somente devido & magia do “p6 de pirilimpimpim”, um credor aceitaria

receber juros simples em vez de juros compostos relativos a um empréstimo. Este conto

39



Capitulo 2. Fundamentacio Tedrica

pode ser encontrado no video Papmem (2015).

Exemplo 2.5: A tabela seguinte mostra como 100 reais evoluiriam a 10% ao ano, em
capitalizagao composta e simples. No Capitulo 4, retomaremos esta tabela e mostraremos

como reconstrui-la no Excel, ampliando a sua aplicabilidade.

Figura 2.4: Evolugao de R$ 100,00 a 10% ao ano em juros compostos e juros simples.

Ano | Montante a juros compostos | Montante a juros simples

(empréstimo bancério) (empréstimo ficticio)
100,00 100,00

100,00 . (1,1) = 110,00 100,00 + (10,00) = 110,00

110,00 . (1,1) = 121,00 110,00 + (10,00) = 120,00

121,00 . (1,1) = 133,10 120,00 + (10,00) = 130,00

WIN|—=O

No Capitulo 4, mostraremos como construir esta e outras tabelas no Excel.

A primeira coluna exibe os anos completos. Na segunda coluna, o fator (1,1) decorre
do fato que C' 4 (10%).C' = (1,1).C para todo C € R. Na terceira coluna, cada acréscimo
de (10,00) representa o juro anual (10%).(100,00). A compreensao dos proximos resultados

depende deste entendimento inicial.

Interessantes exercicios podem ser desenvolvidos a partir da tabela anterior. Por
exemplo, o preenchimento de mais algumas linhas pode facilitar a identificacao de padroes
matematicos nas sequéncias de montantes, permitindo observar que, para n anos, temos
montantes M (n+1) = M(n).(1,1) (em juros compostos) e Ms(n+1) = Ms(n) + 10 (em
juros simples). Dai, pode-se conjecturar que M (n) = 100.(1,1)" e Ms(n) = 100 + 10.n.

Estas nocoes intuitivas introduzem as formaliza¢oes que ocorrerao na subsecao 2.4.2.

Em relacao a intradisciplinaridade, tem-se aqui a oportunidade propicia para conec-
tar a MF com outros dois contetdos mateméticos de suma importancia: fung¢oes (Apéndice

G) e progressoes (Apéndice H).

Obviamente, os montantes variam em funcao do tempo. Além disto, a sequéncia
(100,003 110,003 121,003 133,105 ...) é uma PG de razdo 1,1, enquanto que a sequéncia
(1003 1103 1203 13035 ...) é uma PA de razao 10. Dai e das recorréncias mencionadas em
D-2.1 e D-2.2, observa-se que os montantes crescem exponencialmente em juros com-
postos e linearmente em juros simples, o que remete aos conceitos de fungao exponencial

e fungao polinomial do 19 grau (vide Apéndice I).

Estas conexoes serao generalizadas nas préximas subsegoes.
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2.4.2 Principais formulas da MF

As formulas a seguir expressam montantes em funcao do tempo.

Teorema T-2.1: No regime de juros compostos, o capital C, a taxa de juro i, apos n

periodos inteiros desta taxa, produz o montante M (n) = C.(1 +1i)".

Teorema T-2.2: No regime de juros simples, o capital C', a taxa de juro ¢, apés n

periodos inteiros desta taxa, produz o montante M, (n) = C.(1 +i.n).

No universo IN, estes teoremas resultam das caracterizacoes das sequéncias dos mon-
tantes a juros compostos como PG e dos montantes a juros simples como PA. Com efeito,
por defini¢ao, M(n + 1) = M(n).(1 +1i) e Ms(n + 1) = My(n) + C.i, para todo n € IN.
Dai, percebemos que (M(n)) = (M (1) 3 M(2) ;3 M(3) ; ...) ¢ PG de razao 1+, assim
como (Mg(n)) = (Ms(1) 5 M(2) 3 Ms(3) 5 ...) ¢ PA de razao C.i. Além disto, estas
progressoes tém primeiro termo C.(1+4), pois nos dois regimes, o capital C' a taxa i rende
juros C.i apo6s 1 perfodo de i: M (1) = My(1) = C + C.i = C.(1+1). Logo,

o M(n) "= M(1).(1+ i)t =C.(1+i).(1+i)" 1 =C.(1+i)

TPA

o My(n) = My(1)+Ci(n—1)=C.(14+4)+C.(i.n—1i) = C.(1 +in).

Esta demonstragao exige o estudo prévio de progressoes, que resumimos no Apéndice
H. Porém, os teoremas T-2.1 e T-2.2 também podem ser obtidos a partir de n — 1
igualdades M (k + 1) = M(k).(1 +1i) e My(k+ 1) = M,(k) + C.i, ambas com k inteiro
variando de 1 a n — 1. Basta multiplicar membro a membro o primeiro grupo e adicionar

membro a membro o segundo.

Importante perceber que esses teoremas generalizam o crescimento exponencial dos
montantes a juros compostos e o crescimento linear dos montantes a juros simples, que

haviamos observado anteriormente para casos particulares.
Concretizaremos melhor estes teoremas nas atividades do Capitulo 5.

Notemos ainda que C' = C.(1 +1)° = M(0) e que C = C.(1 +14.0) = M,(0). Logo,

os teoremas em questao valem para todo prazo n € N U {0}.

Um processo usual para se conjecturar essas formulas ocorre a partir da tabela
anterior (figura 2.4), no caso particular em que C' = 100 reais e i = 10% ao més, conforme
recomendamos na subsegao 2.4.1, quando presumimos que M (n) = 100.(1 4+ 10%)™ e que
Mg(n) = 100.(1 + 10%.n). Em seguida, basta generalizar para C e i quaisquer. Este

entendimento é importante, mas é intuitivo, incompleto, informal.

A validade de uma regra para 1, 2, 3 até um namero natural “grande”, por maior que

seja, nao prova que valha em IN. A formalizagao disto ocorre pelo Principio de Inducao
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Finita (PIF), segundo o qual verifica-se que a regra vale para 1 e, supondo que valha para

um namero natural arbitrario, prova-se que vale para o seu sucessor (Apéndice D).

Demonstramos T-2.1 pelo PIF, verificando que M (1) = C.(1+1i)! e obtendo a tese
M(n+1)=M(n).(1+4) =C.(1+4)".(1+14) = C.(1+ )" a partir da hipotese que
M(n) = C.(1+14)" paraum n € N. O T-2.2 pode ser provado analogamente pelo PIF,
mas é desnecessario, pois, o juro C.i a cada periodo da taxa faz com que os juros apds n
destes periodos sejam J = C.i.n, donde M(n) = C+ J = C.(1 +i.n).

Cada um desses teoremas estabelece uma relacao entre quatro varidveis, de modo
que, conhecendo-se trés delas, é possivel determinar a quarta. Dai, inspirados pela nota-
¢ao do Excel, também denotaremos M(n) = M(Cji;n) e My(n) = My(C'3i3n). Por
exemplo, em vez de dizermos que 100 reais a taxa anual de 10%, apo6s 3 anos, se transfor-
mam em 133,10 reais, se os juros forem compostos, e em 130, se os juros forem simples,
podemos escrever apenas M (100;10% ;3) = 133,10 e M,(100;10% ;3) = 130.

Vejamos como obter uma variavel a partir das outras. Se M (C ;10% ;3) = 133,10,
isto ¢, se C.(1 + 10%)® = 133,1 entao C.(1,331) = 133,1, donde C' = 100 (reais). Se
M(1003i33) = 133,10, isto &, se 100.(1 + i)* = 133,1 entdo 1+ = (1,331)/3 = 1,1,
donde i = 0,1 = 10% (ao ano). Se M (100;10% ;n) = 133,10, isto &, se 100.(1 4 10%)" =
133,1 entao (1,1)" = 1,331 = (1,1)3, donde n = 3 (anos).

Analogamente, partimos das equagoes M;(C';10%;3) = 130, M(10034;3) = 130
e M(100310% ;n) = 130 para obter C' = 100, i = 10% e n = 3, respectivamente.

Até aqui vimos apenas prazos inteiros nao negativos, mas também podemos considera-
los negativos. Um prazo menor que zero denota o deslocamento de um valor monetéario
para o passado, num processo de descapitalizagao similar ao da capitalizacao. Descapi-
talizar C' reais, mediante a taxa de juros i, em n periodos de ¢, significa dividir C' por
(14+4)™, no regime de juros compostos, ou subtrair C.i.n de C', no regime de juros simples.
Dai, deduzimos que M(C'; i; —n) = C. [1 + z] ) o My (Csi; —n) =C. [1 -+ 72.(—72)},
com n € IN. Justificamos assim a validade de T-2.1 e T-2.2 para todo n € Z.

A partir do conceito de proxima subsecao, ampliaremos a validade destes teoremas

para o universo Q e, na subse¢ao 2.4.7, veremos como as ultimas féormulas se relacionam

com descontos.

2.4.3 Taxas de juros equivalentes

Segundo Mathias (2009), “duas taxas se dizem equivalentes se, aplicado um mesmo
capital as duas taxas e pelo mesmo intervalo de tempo, ambas produzirem o mesmo juro”

e, consequentemente, o mesmo montante.

Convencionando i, s, iq, %, i, im € iq para taxas de juros anual, semestral, quadri-

mestral, trimestral, bimestral, mensal e diaria, respectivamente, determinemos as condi-
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¢oes para que estas taxas sejam equivalentes em cada regime de capitalizacao. Para tal,
basta observar que 1 ano = 2 semestres = 3 quadrimestres = 4 trimestres = 6 bimestres

= 12 meses = 360 dias (considerando o més comercial de 30 dias).

No regime de juros compostos, temos C.(1 + i,)" = C.(1 4+ 45)* = C.(1 +4,)° =
C.(1+ i) = C.(1 4+ 0p)° = C.(1+0)'2 = C.(1 + ig)*®, donde 1 +dq = (1 +i,)? =
(144 = (1+i)* = 1+4)° = (1+in)? = (1+1i4)°° Analogamente, em juros
simples, temos C.(1 + 1.i,) = C.(1 + 2.45) = C.(1 + 3.4,) = C.(1 + 4.iy) = C.(1 + 6.3p) =
C.(1 4 12:i) = C.(1 + 360.34), donde 7, = 2.3, = 3.1y = 4uiy = 6.3 = 12,0y = 360.4q.

Os 10% ao ano do exemplo 2.5, na capitalizagao composta, equivalem a taxa mensal
im tal que (1 +14,)"2 = (1 + 10%)', donde 4, = (1 + 10%)¥'? — 1 = 0,008 = 0,8%.
Se considerarmos juros simples, os mesmos 10% ao ano correspondem & taxa mensal

10%/12 = 0,8333%. Retomaremos estes resultados no estudo das taxas efetiva e nominal.

Para generalizar a equivaléncia de taxas de juros, tomemos o capital C' e as taxas i,
ao periodo z e i, ao periodo y, sendo x e y intervalos de tempo quaisquer. Supondo que

p periodos x correspondam a ¢ periodos ¥, temos:

e i, e i, equivalentes em juros compostos se M (C'; i, ; p) = M(C'; iy3 q), isto é,
C.(1+41i,)? = C.(1+1,)9, donde (1 +i,)" = (1 +1,)%

e i, e i, equivalentes em juros simples quando M, (Csi,3p) = M(Csiy5q), isto é,
C.(1+i,.p) = C.(1+1iy,.q), donde i,.p = iy.q.

Dai, se p periodos = correspondem a 1 periodo y, temos (1 +i,) = (1 +14,)'/?, na
capitalizagdo composta, ou i, = 4,/p, na capitalizagao simples. Assim, dado o prazo n/p
em periodos x, com n € Z e p € N, temos M (Cjiz3n) = C. [1 —i—im]n =C. [(1 +@'y)1/p}n =
C.[1+ iy]n/p = M(Csiysn/p) ou My(Cyizzn) = C.[1+ i,.n] = C.[1+ (iy/p).n] =
C. [1 + iy.n/p] = M,(C}iy5n/p). Deste modo, estendemos T-2.1 e T-2.2 para n € Q.

Também é possivel estendé-los ao conjunto R, mas consideramos desnecessario apro-
fundar este estudo no Ensino Médio, pois, na pratica cotidiana, a MF nao opera com
prazos irracionais. Para incidéncia de taxas de juros, os dias nao costumam, sequer, ser
divididos em horas, minutos, segundos. Caso algum problema exija isto, a equivaléncia

de taxas que vimos até aqui é suficiente para resolver.

A referida ampliacao ocorre a partir do conceito de taza instantinea de juro, que
caracteriza a capitalizagao continua (Apéndice J). Detalha-la vai além dos nossos objeti-
vos, mas observamos que ela pode ser encontrada em faturamentos de supermercados, na
formacao do custo de fabricacao em um processo fabril e na depreciacao de um equipa-
mento - casos em que a capitalizagao se forma continuamente; nao apenas ao final de um

s6 periodo (ASSAF NETO, 2012).

Como o regime padrao é o de juros compostos, costuma-se subentendé-lo para taxas

equivalentes. Em juros simples, taxas que se equivalem sao ditas proporcionais.
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O conceito de taxas equivalentes remete a outras taxas, como a tazra acumulada, a

taxa média, a taxa efetiva e a taxa nominal.

Se vocé aplicar hoje 100 & 10% ao ano, tera 100.(1 + 10%) = 110 apds 1 ano.
Se reaplicar seu dinheiro & 20% ao ano, no final do 2° ano, tera 110.(1+20%) = 132.
Logo, existe uma taxa bienal acumulada de 32%, que equivale as sucessivas taxas anuais
de 10% e 20%. A taxa média destas duas taxas é a forma equivalente anual daquela:
(14 32%)Y2? — 1= 14,89%. Note que 100.(1 + 14,89%)? = 132.

De modo geral, se n taxas i1, 9, i3, ..., i, igualmente periodizadas, incidem suces-

sivamente sobre o capital C, entdo, apoés n periodos de i (k inteiro de 1 a n), temos o

montante C.(1 +i1). (1 + is). (1 +ds). . (1 + ) = C. [[(1+ ).
k=1

A taxa acumulada destas n taxas gera o mesmo montante que elas, incidindo uma
tnica vez sobre C'. Sua equivalente ao periodo de i; é a taxa média das referidas n

taxas. Assim, denotando a taxa acumulada por 7,. e a taxa média por imedia, definimos:
n

M(C a3 1) =C. [ (1 +ix) = M(C 5imedia3n). Dai, 14i,. = [ (1+ix) = (14 imedia)™
k=1 k=1
Notemos que imedia € Tac S0 taxas equivalentes e que 1+ ipyeqia € & média geométrica

de (1 +ig) com 1 < k < n.

Estas taxas se relacionam com o estudo de aumentos e descontos sucessivos. E
pertinente retomarmos aqui os exemplos 2.1 e 2.2, que tratam, respectivamente, de um
aumento e de um desconto. A primeira taxa de juro considerada ¢ de 10% ao ano e a
segunda ¢ de —10% ao ano. Supondo que estas taxas incidam sucessivamente sobre um
capital, temos a taxa bienal acumulada 7, = (1 4+ 10%).(1 — 10%) — 1 = —0,01 = —1%.
A taxa média anual é iyeqn = (1 — 1%)Y2 — 12 —0,00501 = —0, 501%.

Em um contexto cotidiano, podemos pensar numa loja que oferece 10% de desconto
em todos os seus produtos, apos ter aumentado seus precos em 10%. Notemos que o
desconto, na realidade, é de 1%. Esta é uma estratégia comercial muito utilizada em

promocgoes, a fim de atrair clientes desinformados.

Outra observagao importante é o fato contraintuitivo de que as taxas sucessivas de

10% e —10% nao se anulam.

Neste contexto, destacamos ainda a inflacdo e a Selic. A taxa de inflacao representa
um aumento médio de pregos. A taxa Selic é a “média das taxas de juros praticadas nas
operagoOes compromissadas de prazo de um dia util com lastro em titulos publicos federais
registrados no Sistema Especial de Liquidacao e de Custodia” (BCB, [2027]). A Selic

funciona como taxa bésica de juros da economia.

De acordo com Puccini (2017), taxa efetiva é a taxa de juros em que a unidade
referencial de seu tempo coincide com a unidade de tempo dos periodos de capitalizacao
e taxa nominal é aquela em que tal coincidéncia nao ocorre. Apesar de bastante utilizada

no mercado, a taxa nominal nao fornece os juros reais, pois ela traz uma taxa efetiva
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implicita, que é a taxa de juros a ser aplicada em cada periodo de capitalizacao e seu
célculo deve ser de “forma proporcional”. Neste contexto, Morgado (2005) considera que
o anuncio de taxas nominais é um péssimo habito e que estas sao taxas falsas, enquanto

que verdadeiras sao as taxas efetivas.

Retomando novamente o exemplo 2.5, podemos considerar que os 10% ao ano em
juros compostos sejam uma taxa efetiva e que os 10% ao ano em juros simples sejam uma
taxa nominal capitalizada mensalmente. Conforme vimos, 10% ao ano equivale a 0,8%
ao més (na capitalizagdo composta) e é proporcional 0,8333% ao més. Isto significa que
10% ao ano com capitalizagdo mensal é uma taxa nominal, cujo valor efetivo mensal é
0,8333%, que, por sua vez, equivale a taxa anual (1 + 0,8333%)'% — 1 = 0,1047 = 10,47%.

Provavelmente, a taxa nominal foi criada como estratégia comercial para esconder a
taxa efetiva, pois esta sempre supera aquela. Demonstremos isto para a taxa nominal i,

ao ano capitalizada mensalmente, cuja taxa efetiva anual correspondente é ig¢. De modo

12
similar ao calculo anterior, iefet = (1 + fnom/12)* — 1 e > (1;).112*’“.(%0111/12)’“ —1=
k

(1) (inorm/ 12"+ (2)-(inom/12)!++ -+ (12) (o /12)2 =1 = Lo+ (i 12) 2~ 1 =
fnom + *+* + (fnom/12)*? > inom. Na passagem indicada por BN, utilizamos o desenvolvi-
mento binomial de Newton (outra oportuna abordagem intradisciplinar). Analogamente,
prova-se que Zefet > tnom Caso esta taxa nominal tenha capitalizacao bimestral, trimestral,

quadrimestral ou semestral, substituindo o ntimero 12 por 6, 4, 3 ou 2, respectivamente.

2.4.4 Graficos de montantes em juros compostos e juros simples

Retomemos a evolucao de 100 reais & 10% ao ano, em juros compostos e em juros
simples, tabelada na figura 2.4 e representada algebricamente por M(n) = 100.(1,1)"
e My(n) = 10.n 4+ 100. Estas formulas, obtidas inicialmente de modo intuitivo, foram
generalizadas em T-2.1 e T-2.2. Dai, esta evolugao de valores no tempo fica melhor

representada por pontos de uma “linha” no plano cartesiano do que na forma tabular.

No capitulo 4, utilizaremos o Excel para representar graficamente estas fungoes
(figura 4.4), mas antes, o aluno deve ser estimulado a esbogar manualmente estes graficos
a partir da localizacao de alguns pontos no plano cartesiano. Por exemplo, temos os

seguintes pontos:

A = (0; M(0)) = (03 100,00), E
B = (1; M(1)) = (1; 110,00), F
C = (2; M(2)) = (2; 121,00), G
D= (1/2; M(1/2)) = (1/2; 104,88), H

(13 M.(1)) = (13 110,00),
(1/2; M,(1/2)) = (1/23 105,00).

Importante notar que A = E, B = F, que E, F, G, H sao colineares e que A, B,
C, D nao sado. A colinearidade de E, F, G, H se deve ao fato de M(n) = 10.n + 100
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caracterizar uma funcao polinomial do 1° grau. Assim como a funcao exponencial dada
por M(n) = 100.(1,1)" garante que A, B, C, D pertencem a uma curva.

Nas notagoes de T-2.1 e T-2.2, a situagao anterior é generalizada para quaisquer
constantes reais positivas C' (capital inicial) e i (taxa de juro), definindo M (n) = C.(1+7)"
e My(n) = C.(1+in) = (C.i)n+C, para todon € Q; = {z € Q| 2 > 0} (prazo em

periodos de 7).

A fungdo M é exponencial com base 1 +i > 1 e M, é fungao polinomial do 1°
grau com taxa de crescimento C.i > 0. Logo, temos duas fungoes crescentes, sendo M
representada graficamente por pontos de uma curva ascendente e concava para cima e M,

por pontos de uma semirreta ascendente, ambas partindo do ponto (0; C).

Esbogamos estes gréaficos na figura 2.5, destacando alguns pontos importantes como
(05 M(0)) = (05 Ms(0)) = (05 C) e (L5 M(1)) = (15 Ms(1)) = (15 C.(1+14)).

Figura 2.5: Graficos de montantes em func¢ao do tempo.

j=9)
-

\
[ 4

M(n) = C.(1+ i)

C.(1+1)
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Constatamos assim, a coeréncia daquela primeira ideia intuitiva de comparagao
entre os montantes a juros compostos e simples que, simbolicamente, resumimos nas trés

propriedades a seguir:
e M(n) =M,(n)<=n=0oun=1,
e M(n) > My(n) < n>1,
e M(n) < My(n) <= 0<n<1.

Retomaremos analises graficas na atividade (Capitulo 5), onde também veremos

um grafico de capitalizagdo mista (assunto a ser tratado na subsecao 2.4.8).

Podemos provar que M (n) > M,(n) para todon € IN, pela desigualdade de Bernoulli
(vide Apéndice D).

2.4.5 Diagrama resumo sobre juros compostos e juros simples

Organizamos os principais conceitos e resultados que fundamentam a MF no de

diagrama abaixo, onde abreviamos juros compostos por JC e juros simples por JS.

Figura 2.6: Diagrama Resumo de Matemaética Financeira.

REGIMES
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2.4.6 Fluxos de caixa equivalentes

Segundo Puccini (2017), fluxos de caixa sao equivalentes, a uma dada taxa de juros,
quando seus valores presentes, calculados com esta taxa, sao iguais. Esta equivléncia é

sempre analisada no regime de juros compostos. Logo, utilizamos T-2.1.

Exemplo 2.4: Um empréstimo com juros de 10% ao més pode ser pago de 2 modos:

(1) Com desembolso tnico de 3993 reais apds 3 meses. Neste caso, o valor presente
é VP ((1);10%) = 3993.(1 + 10%)~* = 3000.

(2) Em trés mensalidades de 1100, 1210, 1331 reais. Nesta op¢ao, o valor presente
é VP((2);10%) = 1100.(1 + 10%) ™" + 1210.(1 + 10%) 2 + 1331.(1 + 10%)~* = 3000.

Como VP (1);10%) = VP((2);10%), entao os fluxos de caixa nas duas formas de paga-

mento sao equivalentes (vide figuras 2.7 e 2.8).

Figura 2.7: Fluxo de caixa (1) - empréstimo de R$ 3000 quitado de uma vez.

3000

;
O—0—0—G6
!

3993

Figura 2.8: Fluxo de caixa (2) - empréstimo de R$ 3000 quitado em 3 vezes.
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2.4.7 Desconto de titulo

Ja vimos descontos no sentido geral de subtrair, abater, reduzir, descapitalizar. Nos

descontos de titulos, esta ideia béasica sera ampliada e especificada.

Titulo € um documento, em geral negociavel, que representa um valor (FERREIRA,

201). Este ¢ o valor nominal do titulo na data que ele vence.
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Entre os titulos de débito podemos citar as prestagoes de empréstimos ou finan-
ciamentos. Como titulos de crédito, temos, principalmente, cheques, duplicatas, notas

promissoérias e letras de cambio.

O desconto de um titulo caracteriza-se pelo seu pagamento (efetuado ou recebido)
antes do vencimento. Em termos absolutos, o valor do desconto ¢ D = N — A, onde N é

o valor nominal do titulo e A é o seu valor atual, na data do pagamento.

Definimos que os juros no prazo n sao a diferenca entre o montante no fim deste
prazo e o capital no inicio dele. Apesar de serem conceitos distintos, percebe-se que A, N

e D exercem fungoes similares as do capital inicial, montante e juros, respectivamente.

Quando o desconto é dado pelo deslocamento de N para o passado, calculamos o
desconto por dentro ou desconto racitonal, cujo valor é denotado por D,. Neste caso, a
taxa de juro corrente ¢ > 0, que transforma A em N, é também dita taxa de desconto

racional ou por dentro.

Esta taxa ¢ difere da taxa d do desconto por fora ou desconto comercial, porque d
incide diretamente sobre /N para a obtencao do valor a ser descontado. Indicamos por D,

o desconto calculado desta forma.

Considerando a taxa de desconto racional 7 e a taxa de desconto comercial d perio-

dizada conforme i,

e se a operacao de desconto adotar regime de juros compostos, entao

(a) A= ﬁ e D, = N. [1 - ﬁ] (desconto racional composto);

(b) A=N.(1—d)" e D, = N.[1 — (1 —d)"] (desconto comercial composto);

e se a operacao de desconto adotar regime de juros simples, entao

_ N _ Nuan . PR al o <) -
(¢) A= 5 e D, = {77 (desconto racional simples);

(d) A= N.(1-d.n)e D,= N.d.n (desconto comercial simples).

As formulas do item (a) resultam imediatamente de T-2.1 e da defini¢do geral de
desconto. No item (b), A decorre do fato que M — d.M é o valor M descontado por 1
periodo de d (esta demonstragao é facilmente formalizada pelo PIF) e D, vem dai e da
defini¢ao geral de desconto. O item (c) é consequéncia imediata de T-2.2 e da definigao
geral de desconto. No item (d), D, decorre do conceito de juros simples e A resulta dai e

da definicao geral de desconto.

Nos itens (a), (b), (c) e (d), escrevemos A, D, e D, em fungao de N, n e i porque,
na préatica, estes valores costumam ser os conhecidos. Enquanto que, normalmente, A é

a incognita a ser descoberta. Porém, é importante observar que, no item (c), também
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temos D, = A.i.n, a fim de compararmos com o item (d): D, = N.d.n. Estas formulas

justificam as denominagoes desconto por dentro e desconto por fora.

Observemos que, no item (a), temos A = M(Nji; —n) e N = M(A;i3n), em (d),
temos A = M (N;d; —n), mas N # M,(A;d;n), e, em (c), N = My(A;izn).

Existe ainda uma ressalva quanto & taxa d, pois um desconto por fora de 100%

significa A = 0. Como praticamente nada é de graga, devemos considerar d < 100%.

Notemos que, como A nao varia, devemos ter # = N.(1—d)", em juros compos-
N . . . . ~ - 1
tos, e 7 = N.(1—d.n), em juros simples. Da primeira equacdo, obtemos d = 1 — T
S T ~ _ i S d
i = 177 — 1. Da segunda equagao, obtemos d = 75— e i = =7

Exemplo 2.5: Suponhamos um titulo com rentabilidade de 20% ao ano e valor
nominal de mil reais. Para resgata-lo 2 meses antes do vencimento, havera um desconto.

Calculando por dentro, temos o valor atual (na data antecipada) % =~ 970,07,
1000

TT(E0%).(2/19) = 967,74, em juros simples. Para descontar por

fora, precisamos da taxa anual de desconto comercial correspondente aos 20% anuais. No
1~

—_— 1 A 20% ~
0% — 0,16667 ¢, no simples, ¢ 555 5745 = 0,19355.

Aplicando-as nas formulas dos itens (b) e (d), obtemos os valores atuais anteriores.

em juros compostos, ou

regime composto, esta taxa é 1 —

Teoricamente, todo desconto deveria ser interpretado como uma descapitalizagao
composta. Porém, no mercado, prevalece a “regra de ouro” (subsecao 2.4.1), de modo que
quem o oferece o desconto tende a optar pelo que lhe for mais lucrativo. Assim, costuma-
se descontar a juros compostos somente no pagamento antecipado de uma prestagao a
vencer. Enquanto que, no resgate antecipado de titulos de crédito, os bancos operam com

o desconto comercial simples que, por isto, também é denominado desconto bancdrio.

Na pratica, existem ainda cobrancas nao inclusas nas taxas de desconto, como as

tarifas administrativas e o IOF (Imposto sobre Operagoes Financeiras).

2.4.8 Capitalizagcao mista

Conforme dissemos antes, devido a “regra de ouro”, é préatica comum do mercado
adotar o regime de juros simples excepcionalmente para prazos menores que o periodo da
taxa de juro utilizada. Isto porque, nestes prazos fracionarios, os juros simples superam

0s juros compostos.
Definicao D-2.3: O regime de capitalizacao mista caracteriza-se pela ado¢ao de uma
convengao linear especifica que admite a formagao de juros compostos para a parte interia

do prazo e de juros simples para a parte nao inteira do mesmo (ASSAF NETO, 2012).

Exemplo 2.5: Consideremos a aplicacao de 100 reais, a 10% ao ano, neste regime
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misto, e obtenhamos o montante apds 3 anos e 144 dias, isto é, 3,4 anos. Seja p(C'5i3n)
o montante gerado pela capitalizacao mista de C', a taxa de juro i, apos n periodos de .
Por defini¢ao, (1003510%3;3) = M(100;10%3;3) = 100.(1,1)® = 133,10 e esta quantia,
ap6s 0,4 do quarto ano, ird gerar o montante (1003 10% ;3,4) = M,(133,10510%:0,4)
= 133,10.[1 + (10%).(0,4)] = 138,42.

Dai, percebemos que (10035 10% 3 3,4) = M (M (1003 10% 3 3) 5 10% 5 0,4).

A convencao linear da capitalizacao mista funciona como uma regra de proporcio-
nalidade ou uma interpola¢ao linear, assim como ocorre nos juros simples. Com efeito,
a diferenga M (100310% ;4) — M (100310% ;3) esta para 1 ano assim como a diferenga
(1005 10% 53,4) — M(1003510% 3 3) esta para 0,4 do ano, ou seja, p(100510%;3,4) é
soma de M (1003;10% ;3) com 0,4 dos juros que sdo produzidos do 3° para o 4° ano.

Podemos contextualizar este exemplo em uma aplicacao pratica, considerando que
R$ 133,10 é o valor de uma conta a ser paga em determinada data e que, devido ao atraso
de 144 dias no pagamento, sejam cobrados juros de mora no valor de R$ 5,32, decorrentes
da incidéncia da taxa anual de 10% de juros simples sobre o valor da divida, no prazo de
0,4 ano: (133,10).(10%).(0,4). Com efeito, 133,10 + 5,32 = 138,42.

Outra possibilidade é considerar que A = 138,42 seja o valor atual de um titulo com
valor nominal N = 146,41 = M (100;10% ;4), cujo resgate ocorreu 216 dias (0,6 ano)
antes do vencimento. Neste caso, pelo que vimos na subsegao 2.4.7, a taxa de desconto
¢d=1-1/(14+10%) = 0,09091 ao ano. De fato, temos o desconto comercial simples
D. = (146,41).(0,09091).(0,6) = 7,99. Assim, verificamos que A = 146,41 — 7,99.

Das duas ultimas situagoes, podemos deduzir a motivagao para o uso de juros simples
excepcionalmente para prazos menores que 1 periodo da taxa de juro. Ja falamos sobre

isto anteriormente, mas ¢ bom lembrar que tudo esta relacionado com a “regra de ouro”.

Neste contexto, ressaltamos que M (100310% ;3,4) = 100.(1 + 10%)>* = 138,27 <
(1005 10% 5 3,4). Isto é facilmente generalizado a partir do que vimos na subse¢ao 2.4.4,
ou seja, fixados C' e ¢ positivos, temos M(C'3i3n) < u(Cj3isn), para qualquer n. A

igualdade ocorre se, e somente se, n € Z.

Evidenciaremos este resultado graficamente na figura 2.9. Para isto, sera necessario
o teorema a seguir, que é apenas uma generalizacao do exemplo 2.5. Neste teorema
utilizaremos o conceito de “parte inteira”: dado qualquer n € R, denotamos a parte

inteira de n por |n], ou seja, |n] é o maior inteiro menor que ou igual a n.

Teorema T-2.3: Na capitalizacao mista, o capital C', a taxa de juro ¢ > 0, gera o
montante p(C5i3n) = C.(1+ Z)LnJ L+i.(n—|n])|, com n € Q, em periodos de i.

De D-2.3, T-2.1 e T-2.2, temos u(C';i;n) = M (M(Cji;|n])sisn—|n]).

Dali, segue o ultimo teorema.
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A figura 2.9 mostra que os juros da capitalizacdo composta nunca superam os da
capitalizagao mista, quando referidos ao mesmo prazo e obtidos a partir do mesmo capital

e da mesma taxa de juro.

Figura 2.9: Comparacao grafica entre as capitalizacoes mista e composta.

j=9)
&

p(Ciisn) =C.(1 +’L’)Lnj[1+z'.(n— Lnj)}

\
(4

C.(1+1i)?

C.(1+1)?

C.(1+1)

Esta representacao grafica facilita compreender a preferéncia pela convencao linear
por parte das institui¢oes financeiras ao cobrarem juros de mora e ao descontarem titulos

de crédito - principais excecoes a regra geral dos juros compostos.

No Capitulo 4, veremos que o Excel opera com a convenc¢ao exponencial, enquanto

que a linearidade da capitalizacao mista é o modo padrao de funcionamento da HP12c.

Sobre este assunto propomos a atividade e outras do Capitulo 5.
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Sequéncias de Pagamentos

Uma sequéncia de pagamentos efetuados ou recebidos é um conjunto ordenado de
numeros reais que denotam despesas ou receitas em um fluxo de caixa. Muitos autores
preferem chamé-la de série de pagamentos, mas, na Matemética, em geral, série numérica
costuma designar uma sequéncia especifica de somas (GUIDORIZZI, 2008). Por isto,

rejeitamos esta denominagao.

Com base nas classificagdes de Assaf Neto (2012), Castelo Branco (2016), Mathias
(2009) e outros, uma sequéncia de pagamentos pode ser periddica (quando os interva-
los de tempo entre os pagamentos sdo iguais) ou ndo periddica (quando hé intervalos de
tempo diferentes entre pagamentos), tempordria (quando tem nimero limitado de paga-
mentos) ou perpétua (quando o nimero de pagamentos é indefinido), imediata (quando o
primeiro pagamento ocorre no primeiro periodo) ou diferida (quando ha prazo de carén-
cia para o primeiro pagamento), postecipada (quando os pagamentos ocorrem no fim dos
periodos - apos caréncia, caso exista) ou antecipada (quando os pagamentos ocorrendo no
inicio dos periodos - apds caréncia, caso exista), constante (quando os pagamentos tém
o mesmo valor nominal) ou wvaridvel (quando ha pagamentos com valores nominais dis-
tintos). As sequéncias de pagamentos mais frequentes e matematicamente interessantes
sao periddicas. Entre elas, as prestagoes de um empréstimo bancario, de um financia-
mento imobilidrio e de uma compra a prazo, as rendas de um investimento financeiro e as

mensalidades e anuidades em geral.

Ressaltamos ainda que o caso tipico de perpetuidade em sequéncias de pagamentos
ocorre na locagdo de bens para uso continuo (exemplo: imével alugado como moradia).

Este caso também seré abordado neste capitulo.

A maioria dessas sequéncias, além de periodica, é também imediata e postecipada.

Por isto, este tipo sera a nossa sequéncia de pagamentos padrao.

Iremos desenvolver féormulas especiais para a sequéncia de pagamentos padrao e

constante, a qual costuma ser denominada sequéncia uniforme.
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3.1 Notacoes, regras, exemplos e féormulas iniciais

Nesta secao, veremos como denotar sequéncias de pagamentos e como operar generi-

camente com elas, inserindo-as em dois contextos genéricos: empréstimos e investimentos.

Seja a taxa de juros ¢ > 0, o valor absoluto P, de um pagamento no prazo k € IN
(periodizado conforme i) e a sequéncia w = (P) = (P15 P»; P33 ... P,), com n
pagamentos. A principio, consideramos a sequéncia temporaria, mas se ela for perpétua,
basta fazermos k variar em todo IN.

Vimos que w pode ser classificada de diferentes modos. Mas iremos considerar, sem
perda de generalidade, apenas sequéncias de pagamentos padrao. Tomamos esta decisao
didéatica porque, além de serem as mais comuns, acreditamos que a sua compreensao seja

suficiente para o entendimento de outras sequéncias de pagamentos.

Nos empréstimos, serd adotada a perspectiva do devedor. Para ele, a divida con-
traida ¢ um saldo inicial Sy, que denota uma receita. Sendo w a sequéncia padrao de
pagamentos que quita esta divida, temos o diagrama de fluxo de caixa a seguir.

Figura 3.1: Fluxo de caixa de um empréstimo com sequéncia padrao de n pagamentos.

So

I

-
Py,

L

Nos investimentos, suporemos o ponto de vista do investidor. Assim, o dinheiro
investido, que constitui o saldo inicial Sy, é uma despesa. Sendo w a sequéncia padrao de

rendimentos desta aplicagao financeira, temos o diagrama de fluxo de caixa a seguir.

Figura 3.2: Fluxo de caixa de um investimento com sequéncia padrao de n pagamentos.

Py Py P,
-

!

So
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Seja uma operagao financeira (empréstimo ou investimento) com taxa de juros i e
sequéncia padrao w = (P;), com n pagamentos. Cada pagamento Py ou toda a sequéncia
w tem valor presente referido ao inicio da operagao (data focal 0) e valor futuro referido
ao final dela (data focal n). Denotaremos o valor presente de P a taxa i por VP(p, 4, 0
valor presente de w a taxa i por VP, ), o valor futuro de P a taxa i por VF(p, ;s e o

valor futuro de w a taxa i por VF(,; ).

Em concordancia com a pratica usual do mercado, adotaremos a convencao expo-
nencial dos juros compostos (D-2.1) para deslocar valores monetarios no tempo, assim
como fizemos no estudo dos fluxos de caixa equivalentes (subsegao 2.4.6). Se nao houver

alguma mencao em contrario, esta ¢ a regra geral.

Logo, pelo teorema T-2.1, temos VP(p, ;s = (li—’;)k e VE(p,; i = Pe(140)" 7

Consequentemente:

_ P P P P. _ N\~ _P
* VPwin=my tamr Tae Tt o “£§%<1+%k ¢

. VF@”@::}ﬂ(1+iY’1+Fﬁ(1+iﬁ’2+f§(l+w”*t%~-+FZ::gif%(1+iY’@

Os deslocamentos monetarios no tempo que produzem os resultados acima podem ser

visualizados nos diagramas de fluxo de caixa que ilustramos nas figuras 3.1 e 3.2.

Se i representa o custo do empréstimo ou a rentabilidade do investimento, entao
VP ;i) = So, onde Sy é o saldo inicial da operacao (valor tomado emprestado ou inves-
tido). Quando w tem n pagamentos, VF ;) = M(So; i5n) = So.(1 +14)".

Exemplo 3.1: Ao tomar 30000 reais emprestados, pagando em 4 anuidades de 10500,
9750, 9000 e 8250 reais, o devedor tem saldo inicial Sy = 30000 (receita) e a sequéncia
de pagamentos padrao o = (105003 97503 9000; 8250). Mais precisamente, o é uma
sequéncia de despesas classificada como periddica, imediata, postecipada, temporaria e

variavel.

Figura 3.3: Fluxo de caixa do empréstimo de R$ 30000 pago segundo a sequéncia c.

30000
(0) @ (2) (3) @)
10500 9750 9000 8250

55



Capitulo 3. Sequéncias de Pagamentos

Notemos que a taxa anual de juro deste empréstimo é 10% porque VP (4;10%) =
10500/(1,1) +9750/(1,1)% 4+ 9000/(1,1)3 + 8250/(1,1)* = 30000 = Sy. Equivalentemente,
temos VF (4, 10%) = 10500.(1,1)*49750.(1,1)49000.(1,1)+8250 = 43923, que corresponde
ao montante M (30000 ; 10% ; 4) = 30000.(1,1)%.

Exemplo 3.2: Substituindo as 4 anuidades do exemplo 3.1 por R$ 9464,12, temos a
sequéncia de pagamentos padrao § = (9464,12; 9464,12; 9464,12 ; 9464,12). Note que [

é periodica, imediata, postecipada, constante e temporéria, isto é, uniforme temporaria.

Figura 3.4: Fluxo de caixa do empréstimo de R$ 30000 pago segundo a sequéncia f3.

30000

I

() & @) ) O

!

9464,12 9464,12 9464,12 9464,12

Y

Como VP (5, 10%) = 9464, 12/(1,1)4+9464,12/(1,1)2+9464, 12/(1,1)3+9464, 12/(1,1)*

2 30000 = Sy, entao a taxa de juro no exemplo 3.2 também ¢ 10% ao ano.

Ademais, VF (g, 10%) = 9464, 12.(1,1)3+9464,12.(1,1)2 49464, 12.(1,1) + 9464, 12 =
43923 = M (30000 ; 10% ; 4).

Note que VP(a;10%) = VP(;10%) € que VF(q;10%) = VF(5;10%). Assim, pelo que
vimos na subsecao 2.4.6, podemos dizer que os fluxos de caixa dos exemplos 3.1 e 3.2 sao

equivalentes.

Exemplo 3.3: Suponha que se invista R$ 30000 com rendimento de mil reais por
més, durante 4 anos. O investidor tem saldo inicial Sy = 30000 (despesa) e rendas mensais
formando a sequéncia padrao v = (P, = 1000; P, = 10005 P3; = 10003 ... ; Pig = 1000).

A sequéncia de receitas 7y é classificada de modo analogo & sequéncia de despesas 5.

A rentabilidade deste investimento ¢ cerca de 2,11% ao més, pois, com ela, temos
VP(,;2119%) = 1000/(1,0211) +1000/(1,0211)% +1000/(1,0211)* +. .. + 1000/(1,0211)% =
48

3°1000/(1,0211)% *2 [1000/(1,0211)].[1 — (1,0211) 78] /[1 — (1,0211)7*] =2 30000 = Sp.
k=1

Além disto, temos VF ;5115 = 1000.(1,0211)%7 + 1000.(1,0211)* + ... + 1000 =
48
3 1000.(1,0211)*% 52 1000. [1—(1,0211)*] / [1—(1,0211)] 2 81727,02 e este 6 0 mesmo
k=1
valor de M (300003 2,11% ; 48) = 30000.(1 + 2,11%)*.
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Figura 3.5: Fluxo de caixa do investimento de R$ 30000 com rendimentos em -.

1000 1000 1000 1000
—0—o0—@—
30000

Exemplo 3.4: Investimento de R$ 30000 na reforma de um imoével avaliado inici-
almente em R$ 70000, a fim de aluga-lo por mensalidades correspondentes a 1% do seu
valor. Depois de reformado, o imével passara a valer R$ 100000. Como 1% deste valor
sao R$ 1000, entao esta deve ser a quantia desembolsada mensalmente pelo inquilino para

pagar o aluguel.

Estamos diante de uma situacao anéloga a aplicagao de cem mil reais em um projeto
que gera rendas infinitas de mil reais por més. Estas constituem, portanto, a sequéncia de
pagamentos padrao d = (1000; 1000; 10005 ...). Observemos que ¢ é periddica, imediata,
postecipada, constante e perpétua, ou seja, é uniforme perpétua.

Figura 3.6: Fluxo de caixa do investimento de R$ 100000 com rendimentos em 0.

1000 1000 1000

1T 1
—O—C—0

|

100000

+o00
Temos VP s, 100 = 1000/(1,01)41000/(1,01)241000/(1,01)*+- - - = 3~ 1000/(1,01)*
k=1

= 11000/(0,01)] /[t — (1,01)7'] = 1000/0,01 = 100000. Logo, a rentabilidade do

investimento é 1% ao meés.

Observemos que nao é possivel verificar esta rentabilidade pelo valor futuro de o

porque ele &, evidentemente, atingivel, ou seja, VF(s,1%) tende ao infinito.

A partir do que foi visto até aqui, iremos generalizar regras para sequéncias unifor-
mes de pagamentos, ou seja, para sequéncias periodicas, imediatas, postecipadas e cons-

tantes.
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Teorema T-3.1: Sejam a taxa de juros 7 e a sequéncia uniforme de n pagamentos
w = (P;) com P, = P para todo k € {r € N| x < n}, em periodos de ¢, cujo valor

presente (na data 0) é VP, e cujo valor futuro (na data n) é VF(,; ;). Temos:

VP(W;,-):P.[1—(1+7;)-”}/7; e VF(w;i):P.[(1+z)"—1]/¢.

Este teorema resulta imediatamente da aplicacao da formula SPG nas expressoes

que definem valor presente e valor futuro de uma sequéncia de pagamentos padrao (p.55),

ap6s substituirmos Py, por P: VP, = > P/(1+1i)* e VF(,,5) = > P.(1+1)" "
k=1 k=1

Se a sequéncia uniforme acima for perpétua em vez de temporaria, isto é, conside-
+o00o
. . % SPGoo
randow’ = (P P; P ...) e amesma taxa de juros i, temos VP, 5y = > P/(144)F 7=
k=1

P/(1+44)
1—(1+4) -1

= £ Neste caso, nao faz sentido falar de valor futuro (vide exemplo 3.6).
Abordamos até aqui algumas situa¢oes que serdo retomadas nas segdes 3.2 (onde
analisaremos a viabilidade de investimentos e empréstimos) e 3.3 (onde abordaremos
sistemas de amortizagdo). Empregamos formulas como SPG e SPG,, citadas na segao
2.1 do Capitulo 2, e continuaremos utilizando progressoes e outros pré-requisitos para
obter resultados de modo aritmético e algébrico. No Capitulo 4, veremos como obté-los

com o auxilio da HP12¢ e do Excel.

3.2 Viabilidade de uma operacao financeira

De modo geral, uma operacao financeira ¢ dita viavel se for lucrativa ou minima-
mente prejudicial. Analisaremos esta viabilidade no contexto das sequéncias de pagamen-

tos, considerando duas operagoes financeiras basicas: investimentos e empréstimos.

Segundo Puccini (2017), “para que um investidor possa tomar a decisdo de aceitar
ou rejeitar determinado investimento, é indispenséavel que ele tenha um elemento de com-
paracao a disposi¢ao”. Este parametro é uma taxa, que também deve ser considerada no

momento de consentir ou nao em realizar um empréstimo.

Estamos falando da “taxa de juros que representa o valor do dinheiro para cada
pessoa e que é, em suma, a taxa a qual a pessoa consegue fazer render seu capital”
(MORGADO, 2005). Iremos denotar esta taxa por T M A, que significa: taxa minima de
atratividade para quem investe dinheiro e tara mdzima de atratividade para quem toma

dinheiro emprestado.

A TMA é um referencial, uma taxa limitrofe. Ela deve ser superada pela rentabili-
dade do investimento e deve superar o custo do empréstimo, a fim de que tais operacoes

sejam viaveis.
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Assim, apesar da subjetividade pertinente ao risco que cada investidor ou devedor
esta disposto a correr e outros fatores dificeis de ser quantificados, é possivel avaliar a
viabilidade de um investimento ou empréstimo objetivamente, com auxilio da MF. Isto
pode ocorrer a partir da analise de valores monetéarios, taxas e prazos. As duas primeiras
serao trabalhadas a seguir, por meio do V PL e da TIR. Retomaremos a terceira analise

na se¢ao 3.4, como complemento ao estudo dos investimentos financeiros.

3.2.1 Valor Presente Liquido e Taxa Interna de Retorno

Ja vimos que o custo de um empréstimo ou a rentabilidade de um investimento é dado
por uma taxa. A partir daqui, a denominaremos de Taza Interna de Retorno (TIR) ou
Internal Rate of Return (IRR). Ela pode ser definida como “taxa de juros (desconto) que
iguala, em determinado momento do tempo, o valor presente das entradas (recebimentos)
com o das saidas (pagamentos) previstas de caixa” (ASSAF NETO, 2012).

O mesmo autor define Valor Presente Liquido (V PL) ou Net Present Value (NPV)
como método para analisar fluxos de caixa que é “obtido pela diferenca entre o valor
presente dos beneficios (ou pagamentos) previstos de caixa, e o valor presente do fluxo de

caixa inicial (valor do investimento, do empréstimo ou do financiamento)”.

Puccini (2017) estabelece primeiro que o VPL de um fluxo de caixa é igual ao
valor presente de suas parcelas futuras (que sdo descontadas com uma determinada taxa),
somado algebricamente com a grandeza colocada no ponto zero. Em seguida, ele define
que a TIR de um fluxo de caixa é a taxa de desconto que faz seu V PL ser igual a
zero. A taxa de desconto utilizada para calcular o VPL é a TMA - taxa minima ou
méxima de atratividade do investimento ou do empréstimo. Esta taxa também serve de
base comparativa para a anélise da T'I R, conforme mencionamos anteriormente e iremos

detalhar adiante.

Por enquanto, adotaremos as siglas VPL e TIR, mas NPV e IRR reaparecerao no

Capitulo 4, ao explorarmos o uso da HP12c.

A partir das defini¢des anteriores, definiremos algebricamente a TIR e o V PL para

um fluxo de caixa béasico associado a uma sequéncia padrao de pagamentos.

Definicao D-3.1: Seja um investimento (ou um empréstimo) com fluxo de caixa cons-
tituido por uma tnica despesa (ou uma unica receita) Sy e por uma sequéncia padrao

w = (Px) de n pagamentos recebidos (ou efetuados). Se o dinheiro vale TM A, temos:

n

Py
PL=S"—— "k
v ;(1+ TAMAE 0 ©

n

By

N

k=1
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Notemos que o valor presente da sequéncia padrao de pagamentos (Py) calculado

pela TR resulta no saldo inicial, isto ¢, VP, rir) = > 0 = Sp. Mas, quando
k=

Py
‘ 1+ TIR)*
o valor presente de (Py) é calculado pela T'M A resulta na soma do VPL com o saldo

inicial, isto é, VP, raray = > W;I)—JI\C/IA)‘“ =VPL+ 5.
=1

Vejamos agora como analisar a viabilidade de uma operagao financeira pela T'IR e
pelo VPL:

e Um investimento com saldo inicial Sy, taxa minima de atratividade T'M A;,,, renta-

bilidade TI R;,, e valor presente liquido V PL;,, sera dito viavel se, e s6 se:

TIRinV > TMAinV (S VPLinV > 0.

e Um empréstimo com saldo inicial Sy, taxa maxima de atratividade T'M Aep,p,, custo

TIRemp € valor presente liquido V P Ly, sera dito viavel se, e so se:

TIReny < TMAempy ¢ VPLep < 0.

Obviamente, T'I R;,,, > T M A;,, significa que a rentabilidade do investimento supera
o minimo esperado. Assim como 11 Rep, < T'M Aepp, significa que o custo do empréstimo

¢é inferior ao maximo aceitavel.

Ademais, V PLyy, > 0 <= VP(,;rpma) > So € VP Lenp < 0 <= VP(,; 714y < So.
A viabilidade do investimento esta, de fato, condicionada a rendimentos (receitas) com
valor presente maior que o valor investido (despesa). Assim como, o empréstimo so é
viavel se os pagamentos (despesas) constituirem valor presente inferior ao que foi tomado

emprestado (receita). Esta andlise ficara mais clara por meio de exemplos.

Na secao 3.1, vimos empréstimos custando 10% ao ano. Esta é a TIR usada nas
sequéncias « e 3, que chamaremos de T/ Rep,,. Vimos também um investimento rendendo

2,11% ao meés. Esta ¢ a TIR usada na sequéncia 7, que chamaremos de T'I Rj,,.

Exemplo 3.5: Consideremos que o empréstimo de R$ 30000,00 & 10% ao ano, pago
em 4 anuidades de R$ 9464,12 (sequéncia (), tenha sido aplicado num investimento com

rentabilidade de 2,11% ao més e 48 rendimentos mensais de R$ 1000,00 (sequéncia ).

Observemos que o custo do empréstimo é a taxa minima de atratividade do inves-
timento, ou seja, TIRemp = 10% ao ano = TMA;,,. Assim como a rentabilidade do
investimento ¢ a taxa maxima de atratividade do empréstimo, ou seja, T1Ry,, = 2,11%
a0 més = T'M Aepp.

Analisemos, primeiro sob o ponto de vista do investidor.

Do conceito de taxas equivalentes, sabemos que 10% ao ano equivale a taxa men-
sal (14 10%)Y'? —1 = 0,008 = 0,8%. Como 2,11% > 0,8% entdo a rentabilidade do

investimento supera o seu custo, isto é, T'I R;,, > T M A;,,. Logo, o investimento é viavel.
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48
Além disto, VP, 0008y = Y 1000/(1,008)%, donde, pela férmula SPG ou imediata-

k=1
mente pelo T-3.1, obtemos VP (,; o008y = 1000.[1 — (1,008)~*] /(0,008) = 39728,39. O

fato de este valor superar Sy = 30000 corrobora a viabilidade do investimento.

Analogamente, constata-se esta viabilidade pelo VPLiy,, = VP(y;0008) — S0 =
39728,39 — 30000 = 9728.,39 > 0.

Analisemos agora a mesma situacao na perspectiva do tomador do empréstimo.

Como TM Aep = 2,11% ao meés equivale a taxa anual (1 + 2,11%)'? — 1 = 0,2848
= 28,48%, entao TIRemp < T'M Aernp. Logo, 0 empréstimo ¢é viavel.

1
Também temos VP g, 02s18) = »_ (9464,12)/(1,2848)%. Pelo T-3.1, VP4, .2818) =
k=1

(9464,12).[1 — (1,2848)7] /(0,2848) >~ 21035,30. Este valor inferior a Sy = 30000 ratifica

a viabilidade do empréstimo, que verificamos antes pela 71 Repp,.

De modo anélogo, constatamos esta viabilidade a partir da negatividade do V PL
do empréstimo: VP Len, = VP (g;0,2848) — So = 21035,30 —30000 = —8964,70 < 0.

Reparemos que o calculo do V PL ¢é direto. Quando a sequéncia de pagamentos é

padrao e constante, podemos ainda utilizar a férmula SPG ou o T-3.1, que resulta dela.

Entretanto, a TR nao é uma variavel isolada na equagao que a define (D-3.1) e,
em geral, nao é facil isola-la. Dai a importancia de recursos tecnologicos, como a HP12¢
e o Excel, que dispoem de fungoes financeiras para calcular a TITR. Isto sera feito no

Capitulo 4, onde também utilizaremos estas tecnologias para calcular o V PL.

Nos exemplos anteriores, apenas verificamos que T'I R,y € 11 Repyp sao vélidas, mas
nao mostramos como obté-las a partir do saldo inicial Sy e dos pagamentos P;. Vejamos
como é possivel proceder, se nao dispusermos de um recurso como a HP12¢ ou o Excel.

n
Por D-3.1, temos > P/(1+ TIR)* — Sy = 0. A TIR corresponde a uma das n

k=1
raizes desta equacao de grau n, que podem ser valores positivos, negativos ou imaginarios,

mas as unicas raizes com sentido econémico sao as positivas. Como estamos considerando
valores absolutos para Sy e P, entao ha apenas uma variagao de sinal nos coeficientes da
equacao. Logo, de acordo com a regra de sinais de Descartes, mencionada na introducao

deste trabalho (subsegao 1.1.3), a referida equac¢ao admite uma s6 raiz maior que zero.

No empréstimo de 30000 pago em 4 anuidades de 9464,12, temos a seguinte equa-
4

cdo: > 9464,12/(1 + TIRemp)* — 30000 = 0 (eq.1). No investimento de 30000 com 48
k=1

48
rendimentos mensais de 1000, equacionamos: > 1000/(1 + T Ry, )* — 30000 = 0 (eq.2).
k=1

Por T-3.1, reescrevemos 9464, 12.[1 — (1 4+ TIRemp) *] /T Remp = 30000 (eq.1)
1000.[1— (1+ TI Riyy) ] /T1Riny = 30000 (eq.2). Dai, [1— (14 T1Remp) ] /T1 Remp
3,17 (eq.1) e [1 — (14 TIRuy) "] /TIRiny = 30 (eq.2).

R o

6
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As inconitas nao foram isoladas nas ultimas equacoes e nao iremos tentar isolé-las.
Mas utilizaremos estes formatos simplificados para obter o custo do empréstimo e a ren-
tabilidade do investimento por métodos numéricos. Tais métodos consistem basicamente

em testar valores para 11 Rey,p € para 11 Riy,.

Tomemos f(i) = [1—(1+i)7*] /i e g(i) = [1— (1414)*¥] /i para facilitar a notagao
e testemos valores para ¢ com o objetivo de encontrar f(i) = 3,17 e g(i) = 30. Podemos
comegar verificando que f(1%) = 3,9 > 3,17, f(50%) = 1,6 < 3,17, g(1%) = 37,8 > 30
e g(50%) = 2 < 30. Dai, temos que TIReyp ¢ TIR;,, estao entre 1% e 50%. Mais que
isto, notamos que T'I Remp € T Riyy estdo bem mais proximas de 1% do que de 50%. Por
isto, testaremos logo 10%. De f(10%) = 3,17 ja concluimos que 71 Repp, = 10% ao ano.
De ¢(10%) = 9,9 < 30, temos 1% < TIRy,, < 10%. Testando ¢g(2%) = 30,7 > 30 ¢
9(3%) = 25,3 < 30, obtemos 2% < TRy, < 3%. Assim continuariamos até chegarmos
em TRy, = 2,11%.

A regra de sinais de Descartes garante que estas taxas sao as Unicas reais positivas.

Além das anélises realizadas até aqui, o VPL e a TIR sao muito tteis para com-
parar duas ou mais operacoes financeiras do mesmo tipo, a fim de identificar a mais
vantajosa (ou a menos danosa). Se dois investimentos possuem a mesma duragdo e o
mesmo saldo inicial, a analise é imediata: o investimento com maiores VPL e TIR é o
mais lucrativo. Analogamente, se dois empréstimos de mesmo valor durarem o mesmo

tempo, o empréstimo mais atrativo é o que tiver menores VPL e T'IR.

Porém, se uma das operacoes durar mais tempo ou tiver maior saldo inicial que a
outra, algumas adaptagoes poderao ser necessarias. Na verdade, a T'I R, pela sua natureza

relativa, independe destes fatores, mas o V PL depende.

Por exemplo, dados um projeto X de 8 anos e um projeto Y de 10, se eles puderem,
hipoteticamente, ser repetidos sucessivamente nas mesmas condig¢oes, entao poderemos
igualar as suas duragoes e eliminar o problema. Neste caso, bastaria repetir 5 vezes o

projeto X e 4 vezes o projeto Y, de modo que ambos passem a durar 40 anos.

Outra situagao é aquela em que os projetos tém saldos iniciais distintos. Nesta
analise, podemos aproveitar os V' PLs j& calculados para obter uma taxa de rendimento ¢
dividindo cada V PL pelo saldo inicial do respectivo projeto. Obviamente, o projeto mais

rentavel terd o maior valor para i.

Ressaltamos que o V PL e a TIR pressupoem que os fluxos intermediarios de caixa
da alternativa sejam reinvestidos a taxa de desconto utilizada (ASSAF NETO, 2012).

Proporemos uma aplicagao introdutéria dos conceitos de TIR e VPL em do
Capitulo 5 (vide a 4* solucao e as observagoes finais). Outras atividades do mesmo

capitulo tratam da TIR e do V PL, mas, neste contexto, recomendamos especialmente
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3.3 Sistemas de Amortizacao

Raramente conseguimos economizar elevadas quantias de dinheiro em tempo hébil
para custear algo que precisamos com urgéncia, como um tratamento de satde, uma casa
para morar, um objeto utilizado como fonte de renda, uma faculdade, mas também uma
geladeira, um fogao, um veiculo e outros bens. Por isto, aderimos a parcelamentos com
juros. Para evitarmos a inadimpléncia, devemos entender como eles funcionam. Neste

contexto, analisaremos os sistemas de amortizacao mais praticados no Brasil.

O dicionéario mais famoso da lingua portuguesa diz que amortizar é “extinguir (di-
vida) aos poucos” ou “abater parte de uma divida” (FERREIRA, 2010). Para Dante

(2020), “amortizar uma divida significa pagar o saldo devedor ou ao menos parte dele”.

De acordo com Morgado (2005), quando se paga parceladamente um débito, cada
pagamento efetuado tem dupla finalidade: uma parte quita os juros e a outra amortiza a
divida. Por exemplo, “ao pagar um empréstimo de R$ 1000 (o principal) em 10 parcelas
de R$ 120, em cada parcela, R$ 100 sao para a amortizacao, e os R$ 20 restantes vao

para o pagamento de juros e encargos” (BCB, 2013).

Segundo Assaf Neto (2012), “os sistemas de amortizagao sao desenvolvidos basica-
mente para empréstimos e financiamentos de longo prazo, envolvendo desembolsos perio-
dicos”, e tratam “da forma pela qual o principal e os encargos financeiros sao restituidos
ao credor do capital”. Para Mathias (2009), sdo “modalidades de restituigdo do principal
e juros” nestas operacoes que, em geral, “tém condig¢oes previamente estipuladas por con-
tratos entre as partes, ou seja, entre o credor e o devedor”. Bonjorno (2020) complementa
que “as diferentes maneiras de se realizar esse cédlculo caracterizam o que chamamos de

sistema de amortizacao”.

Neste ensejo, ressaltamos uma observacao de Castelo Branco (2018) que distingue
empréstimo de financiamento: o primeiro “nao necessita ser justificado quanto a sua
finalidade” (exemplos: cheque especial e Crédito Direto ao Consumidor), mas o segundo
sim (exemplos: compra de um automodvel, imovel e crediario). Logo, financiamento é

apenas um tipo de empréstimo que precisa ter um propoésito pré-estabelecido.

Além disto, “nos sistemas de amortizagao a serem estudados, os juros serao cal-
culados sempre sobre o saldo devedor” (MATHIAS, 2009). Assim, serd considerado o
regime de juros compostos, pois, nesta forma de célculo, se os juros de um periodo nao
forem pagos, passardao a compor o proximo saldo devedor. Logo, toda esta secao esta

fundamentada na definigao D-2.1 e no teorema T-2.1.

Os valores das amortizacoes, dos juros, dos pagamentos e dos saldos dependem do
sistema adotado, mas existem algumas generalidades estruturais, que serao estabelecidas

a seguir.
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Definigao D-3.2: Seja uma divida com valor Sy (saldo inicial), a taxa de juros i, quitada
pela sequéncia padrao w = (P;) de n pagamentos periodizados conforme i. Consideremos
ainda que Sy, Ag, Ji e Py sdo os respectivos valores absolutos do saldo, da amortizacgao,
do juro e do pagamento, no prazo k € {x € IN| 2 < n} (em periodos de i), e que Ay,
Jo e Py representem, nesta ordem, a amortizagao, o juro e o pagamento na data zero.

Definimos:

(1) AOZJ():P():O;
(2) Py = Ak + Ji;
(3) Sk = Sk—1 — Ap;

(4) Jk == i.Sk_l;

A fim de facilitar a compreensao deste assunto, consideramos que todo pagamento
seja formado por duas parcelas: a amortizacao e o juro. Porém, na realidade, elas sao
apenas os principais constituintes da prestacao, que pode ter na sua composi¢ao seguros,

tarifas administrativas, impostos e outros encargos, que embutimos na taxa de juro.

Nos deparamos anteriormente com um exemplo de cada um dos dois sistemas de
amortizacao mais comuns no Brasil. Isto ocorreu na quitagao de 30000 reais pelas sequén-
cias a = (105003 97505 9000 ; 8250) e § = (9464,12; 9464,12; 9464,12; 9464,12), cada

uma com 4 pagamentos anuais a taxa de 10% ao ano.

Sejam Sy, Ak, Jr e P; o saldo, a amortizagao, o juro e o pagamento do k-ésimo
ano, segundo «, e sejam Sy, A}, J;. e P/ o saldo, a amortizagao, o juro e o pagamento
do k-ésimo ano, segundo . Devido a taxa anual de 10%, no primeiro ano, temos J; =
J; = (10%).30000 = 3000. Dai, A; = 10500 — 3000 = 7500 e A} = 9464,12 — 3000
= 6464,12, donde S; = 30000 — 7500 = 22500 e S; = 30000 — 6464,12 = 23535,88.
No segundo ano, temos Jo = (10%).22500 = 2250 e J) = (10%).23535,88 = 2353,59,
donde Ay = 9750 — 2250 = 7500 e A}, = 9464,12 — 2353,59 = 7110,53, consequentemente,
Sy = 22500—7500 = 15000 e S, = 23535,88 — 7110,53 = 16425,35. Assim sucessivamente.

Dificilmente alguém nao se perderia nas contas acima. Por isto, elas costumam ser
organizadas em tabelas. Assim seré feito nas proximas subsecoes deste capitulo, quando

retomarmos as sequéncias « e 3, identificando cada uma com um sistema de amortizacao.

Outrossim, como outrora mencionado, os diagramas de fluxos de caixa nao mostram
informacoes importantes. Em particular, eles omitem as amortizagoes, os juros e os
saldos. Basta observar as figuras 3.3 e 3.4 associadas aos tltimos exemplos. As tabelas

que construiremos por recorréncia nesta se¢ao suprirao tais deficiéncias.
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Nossas tabelas de amortizacoes terao sempre cinco colunas e n + 1 linhas para os

valores do periodo zero ao n, conforme a ilustragao abaixo.

Figura 3.7: Tabela de um sistema de amortizagoes genérico

k Sk Ak Jk Pk
0 So 0 0 0
1 51230—141 A1 le’i.So P1:A1—|—J1
2 52251—142 A2 JQZi.Sl P2:A2+J2
3 53252—A3 Ag ngi.SQ P3:A3+J3
n S, =0 A, Jp=1.5,1 | Po=A4,+ J,

Note que S,, = 0 porque a divida deve ser quitada no fim do prazo. Além disto,

obviamente, a sequéncia (Sy) é decrescente. Logo, (J;) também é.

O modo como se comportam as amortizacoes e os pagamentos é o que distingue um

sistema do outro. Os mais comuns sao o SAC e o SFA, que abordaremos em 3.3.1 e 3.3.2.

3.3.1 SAC

O SAC ou Sistema de Amortizagoes Constantes caracteriza-se, obviamente, por

amortizagoes fixas e, consequentemente, por pagamentos com valores absolutos linear-

mente decrescentes. O mesmo ocorre com seus saldos e juros. Provaremos estas caracte-

risticas secundarias ap6s observé-las em um exemplo. O SAC ficou famoso por ser muito

utilizado em financiamentos de longo prazo, como os imobiliarios (PUCCINI, 2017).

Exemplo 3.6: Sejam 30000 reais financiados no SAC, em 4 prestagoes anuais, a taxa
de 10% ao ano. O saldo inicial é Sy = 30000 e as amortizacoes sdo A;, Ay, Az e Ay tais
que A; + Ay + Az + Ay = 30000 com A} = Ay = A3 = Ay = A. Dai, A =30000/4 = 7500.
Assim, para cada ano k € {1;2;3;4}, temos saldo Sy = Sk_1 — 7500, juros J = (0,1).Sk_1
e pagamento P, = 7500 + J;. Estes resultados estao na tabela da figura 3.8.

Figura 3.8: Exemplo de Tabela SAC .

k Sk Ay Jk Py

0 30000 0 0 0

1 22500 7500 3000 10500
2 15000 7500 2250 9750
3 7500 7500 1500 9000
4 0 7500 750 8250
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Notemos que este é o mesmo exemplo 3.1 e que a coluna mais a direita da tabela
forma a sequéncia «. Conforme haviamos dito, a representacao tabular evidencia muito

mais informagoes do que o diagrama deste fluxo de caixa (figura 3.3).

Na figura 3.8, é facil perceber que os saldos, os juros e os pagamentos formam PAs

decrescentes, ou seja, decrescem de modo linear. Isto seré generalizado a seguir.

Teorema T-3.2: Seja Sy o saldo inicial de uma divida contraida no SAC, a taxa de
juro 7, sendo quitada por n pagamentos periodizados por i. Pela definicao D-3.2 e pelo
conceito de SAC, para cada k € {z € IN| 2 <n} (em periodos da taxa i), temos:

(a) a amortizacdo Ay, = A =22 pois Sy = 3 A, = Y A=n.A,
k=1 k=1

k
(b) osaldo Sy = S — 3" A; @ Sy — k.4,
=1

J

() o juro Jy = i.8h_1 2 i.[So — (k — 1).A],

(d) o pagamento P, = A + Jj DA+ i.[So — (k—1).A].

Afirmamos no primeiro paragrafo desta subsecao que a constancia das amortizagoes no
SAC acarreta decrescimentos lineares dos saldos, juros e pagamentos, ou seja, faz com
que as sequéncias (Sx), (Jx) e (Py) sejam PAs decrescentes. Isto foi observado no ultimo

exemplo (figura 3.8) e serd comprovado a seguir.

Podemos reescrever (b): Sy, = (Sp—A)+(k—1).(—A), (¢): Ji = (i.50)+(k—1).(—i.A)
e (d): P, =(A+1i.Sy) + (k—1).(=i.A). Por TPA, temos que (Si) ¢ PA com primeiro
termo S; = Sy — A e razdo —A, que (Ji) é PA com primeiro termo J; = i.5; e razado —i.A
e que (Pg) é PA com primeiro P, = A+i.Sy e razao —i.A. Como a taxa de juros é positiva

em qualquer sistema de amortizagoes, estas progressoes sao, de fato, decrescentes.

Observemos ainda que, em (b), (c) e (d), Sk, Jx ¢ Py estdo em fungdo do indice £,
pois Sy, n, i e A sao constantes. Isto permite obter diretamente um saldo, um juro e um
pagamento em certo prazo k, sem fazer uso de recorréncia. Percebamos a utilidade destas

formulas se as 4 anuidades do exemplo 3.6 forem distribuidas em 48 mensalidades.

3.3.2 SFA

O SFA ou Sistema Francés de Amortizacoes é um dos sistemas de amortizagdes mais
usados pelas institui¢oes financeiras e pelo comércio. Este sistema surgiu na Franca do
século XVIII, mas foi criado pelo inglés Richard Price (1723-1791). Por isto, também

costuma ser chamado de Sistema Price. Entretanto, este ¢ um caso particular daquele.
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A diferenga é que, no Sistema Price, a taxa de juros é nominal e a periodicidade dos
pagamentos é inferior ao periodo desta taxa (CASTELO BRANCO, 2018).

O SFA é caracterizado por pagamentos constantes. Além disto, seus saldos, amorti-
zagoes e juros nao variam de modo linear como no SAC. Em particular, as amortizagoes

crescem exponencialmente. Veremos isto a seguir.

Exemplo 3.7: Reconsideremos o exemplo 3.6 no SFA, isto é, temos saldo inicial

So = 30000, taxa de juro i = 10% ao ano e n = 4 pagamentos anuais iguais a P.
4
Pelo item (5) de D-3.2, temos 30000 = > P/(1,1)* "= P.[1 — (1,1)~*]/(0,1),
k=1

donde P = 30000.(0,1)/[1 — (1,1)_4] = 0464,12 (sequéncia [3). Esta aproximagao exigira

acréscimos no final. No Capitulo 4, eliminaremos este erro (figura 4.6).

Para cada ano k € {1;2;3;4}, o juro é J, = (0,1).Sk_1, a amortizacao é A; =
9464,12 + J, e o saldo é S, = S,_1 — Ai. Os resultados assim obtidos estao na figura 3.9.

Figura 3.9: Exemplo de tabela SFA.

Sk Ay I B
30000,00 0 0 0
23535,88 6464,12 3000,00 9464,12
16425,35 7110,53 2353,59 9464,12
8603,76 7821,58 1642,54 9464,12

0,02 8603,74 860,38 9464,12

alw| | = o]

Conforme previmos, faltaram 2 centavos para quitar a divida. Acrescentando-os em

Ay e, consequentemente, em Py, a tltima linha da tabela anterior fica da seguinte forma:

4 0,00 8603,76 860,38 9464,14

Neste exemplo, as amortizagoes variam exponencialmente, pois formam uma PG de
razao (1,1). Isto sera generalizado adiante. Quanto aos juros e aos saldos, basta subtrair

e dividir termos consecutivos para verificar que (Ji) e (Sk) néo sdo PA nem PG.

Como no exemplo anterior, este também deixa claro que a forma tabular evidencia
muito mais detalhes de uma movimentagao financeira do que um diagrama de fluxo de

caixa. Comparemos, neste caso, as figuras 3.9 e 3.4.

Ressaltamos ainda que, se a taxa 0,1 ao ano fosse nominal com capitalizagao mensal,
teriamos um sistema Price com taxa efetiva de juro igual a (0,1)/12 ao més e 48 men-
salidades de R$ 760,88, isto é, P, = Po = P3 = --- = Py = P = 760,88. Com efeito,

5 760,88/ [1 + (0,1)/12]* *£° 760,88.{1 — [1+(0,1)/12] *48} =+ [(0,1)/12] = 30000.
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A tabela Price é construida de modo anélogo ao que fizemos no exemplo 3.7. Sua
construcao manual é trabalhosa, mas nao no Excel. Faremos isto na atividade do

Capitulo 5, na qual também iremos retomar os exemplos 3.6 e 3.7.

Pelo que vimos na subsegao 2.4.3 (Capitulo 2), a taxa mensal (0,1)/12 equivale &
taxa anual [1 + (0,1)/12] P 0,1047. Dai, concluimos que, neste caso, os juros sao

maiores que naquele, onde 0,1 ao ano era uma taxa efetiva.

Teorema T-3.3: Consideremos o saldo inicial Sy denotando uma divida contraida no
SFA, a taxa de juros 7, com quitagao em n pagamentos ao periodo de i. A partir de
D-3.2 e da defini¢ao de SFA, para cada prazo k € {x € IN| x < n} periodizado segundo

7, obtemos:

.50

(a) o pagamento P, = P = e rnel

(b) saldo Sy = == [1 — (1L +14)*"],

. ‘ ) . N
(c) juro Jx = 1.Sk_1 = z.l_(fﬁ.[l — (L +a)ktm],

(d) amortizagdo Ay = P — Ji (220 %(1 +i)F
Os procedimentos para provar (a) sdo anilogos aos do exemplo 3.7. Primeiro des-
locamos todos os pagamentos para o inicio, obtendo assim o seu valor presente que, por
definigao, é igual ao saldo inicial: Sy =Y ;_, P/(1+i)* S p, [1— (1+4)™] /i. Depois,

basta isolar P.

A demonstragao de (b) é similar, pois a divida S sera quitada por (n—k) pagamentos

sucessivos e postecipados que, deslocados para k e adicionados, resultam no saldo devedor:
Sk = Pir1/(L+0)' + Piga/(L+4)* + Prya /(L +4)° + - + P /(L +4)"F = ik P/(1+i).
Dai, por SPG, obtemos Sy, = P.[1— (1+1)""*] /i. Substituindo (a) nesta ejcztlla(;éo, segue
o item (b).

Note que, de (b), tem-se S, = {SO/[l —(1+i)™] }[1 — (1 +4)*=D="]. Dai,

obtemos (c).

Para obtermos (d), basta substituirmos (a) e (¢) em A, = P — Ji e realizarmos
algumas manipulagoes algébricas. Provemos agora a afirmacao feita no segundo para-
grafo desta subsecao. Primeiramente, observemos que a variavel k esta em expoentes nas
formulas (b), (c) e (d). Isto é suficiente para concluir que saldos, amortizagoes e juros no

SFA nao variam linearmente.

Em particular, notemos que A; = {i.SO/[l —(1+10)"] }(1 + )k (item (d)) ¢ o
termo geral da PG (Ay) com primeiro termo 4; = .5/ [1 — (1 + i)"] e razao (1 + i).

Como nao faz sentido taxa de juro i é positiva entao (1 +4) > 0. Logo, (Ax) é crescente,
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isto é, as amortizagoes no SFA crescem de modo exponencial, como haviamos mencionado

anteriormente.

Da mesma forma que ocorre com o T-3.2, os itens (a), (b), (¢) e (d) do T-3.3
permitem obter o pagamento, o saldo, o juro e a amortizagao em certo prazo, sem precisar

recorrer a tabela.

Em tltima analise, se a sequéncia de pagamentos peridédicos for perpétua em vez de
temporaria, basta fazermos n crescer indefinidamente na férmula (a). Assim, pela formula
SPG,, obtemos P = i.5,. Consequentemente, para todo k € IN, temos S, = Sy, Jr = .59
e A = 0. Observemos que, no caso tipico de série de pagamentos perpétua, que ocorre
em um contrato de aluguel, o locatéario, teoricamente, nunca se torna proprietario do bem
alugado. Portanto, é coerente que, com o passar do tempo, o saldo devedor permaneca

constante e igual ao saldo inicial, mesmo havendo pagamentos ininterruptos.

Podemos dizer que o SAC e o SFA se equivalem, pois, conforme vimos, os exemplos
3.6 e 3.7 constituem fluxos de caixa equivalentes, ou seja, as sequéncias de pagamentos
anuais « = (105003 97503 9000 ; 8250) e 5 = (9464,12; 9464,12; 9464,12; 9464,12), a
taxa de juros de 10% ao ano, tém o mesmo valor presente de 30000. Porém, dependendo

da situagao, pode ser mais interessante um sistema do que o outro. Veremos isto na

atividade [A.3]

Sugerimos ainda a 4? solugao da atividade e suas observagoes finais para intro-

duzir o SFA. Também abordamos os dois sistemas de amortizacoes apresentados até aqui

em [A.7]

3.3.3 Outros sistemas de amortizacao

Ha vérios métodos de amortizar pagamentos. Além do SAC e do SFA, mencionare-

mos o0 SAM (sistema de amortizagao misto) e o SAA (sistema americano de amortizagoes).

O SAM caracteriza-se por ter cada pagamento Py igual & média aritmética dos
respectivos pagamentos no SAC e no SFA. Aplicando a taxa de juro sobre o saldo anterior

Sk_1, obtemos o juro J; e, deduzindo-o de P, obtemos a amortizacao Ay.

No SAA, sdo pagos apenas os juros sobre o saldo devedor até o penultimo periodo
da taxa utilizada e, no ultimo periodo, paga-se a amortizacdo unica A, = Sy (saldo
inicial) mais os respectivos juros J,. Este sistema é bastante elucidativo no que concerne
a cobranca de juros compostos nao implicar, obrigatoriamente, a ocorréncia ilegal dos

“juros sobre juros” (anatocismo).

A partir das caracterizagoes acima, é possivel construir tabelas de recorréncia para

0 SAM e o SAA e obter formulas analogamente ao que foi feito nas subsegoes 3.3.1 e 3.3.2.
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3.4 Um pouco mais sobre investimentos financeiros

Na introducao deste trabalho, explicamos que investimento financeiro é diferente de
gasto, pois este nao precisa gerar retorno financeiro, enquanto aquele sim. Também ja
falamos sobre os pilares do investimento (rentabilidade, risco, liquidez), sobre os perfis do
investidor (conservador, moderado, arrojado), sobre principios do investimento (reserva de
emergéncia, diversificagao, regularidade entre outros) e sobre as modalidades de renda fixa
e variavel. Na subsecao 3.2.1, vimos ainda como analisar objetivamente a sua viabilidade

pela TIR e pelo VPL. Este capitulo ¢ um complemento a este estudo.

O individuo detentor dos conhecimentos acima, que sabe o poder exponencial dos
juros compostos no tempo e que é financeiramente organizado e acostumado a poupar

dinheiro esta apto a se tornar um investidor de sucesso.

Em capitulos anteriores, apresentamos diagramas de fluxo de caixa de investimentos,
mas nao os representamos na forma tabular nem falamos de outro importante método para

auxiliar sua anélise: o PBD. As proximas subsecoes serao dedicadas a estes assuntos.

3.4.1 Tabela do fluxo de caixa de um investimento

Consideremos que o dinheiro valha T'M A (taxa minima de atratividade) para alguém
que pretende investir Sy reais (saldo inicial) no projeto X, durante n periodos da TM A,

com sequéncia padrao de n rendimentos w = (FPy).

A partir daqui, valores monetarios serao inseridos no contexto de fluxos de caixa.

Por isto, as quantias que até entao eram absolutas, passarao a ter valores relativos.

Como qualquer investimento visa um ganho, pressupomos sempre retornos positivos.
Por outro lado, a quantia investida inicialmente assume valor negativo. Observemos que
esta analise pode ocorrer também nos empréstimos. Neste caso, haveria apenas uma
inversao sinais, analoga a que ocorreu na secao 3.2. Para evitar confusoes, chamaremos
de fluxo de caixa o valor relativo de uma despesa ou receita em determinada data. Todas
as movimentagoes monetarias referentes a um investimento financeiro serao o conjunto

dos fluxos de caixa desta operagao.

Sejam FCy o fluxo de caixa no prazo k, VP ¢, ; 7ara) 0 valor presente relativo do
FCy, mediante a TM A, e VPL; o valor presente liquido relativo do investimento até o
prazo k. Inicialmente, FCy = VP (rc,; 7014y = VPLo = =Sy < 0. Para todo k > 1, temos
FCy =P, > 0, VP, ;s rmay = Po/(1+TMA)E > 0e VPL, = VPLy_1 + VP e, ; M a)-
Cada VPLy, com k > 1, é uma soma algébrica, tal que, VPL;, < 0, enquando VPL;_;

for negativo; e V PLy > 0 a partir do momento que V PL;_; passa a ser positivo.

Isto esta exposto na tabela a seguir - uma forma de complementar a representacao

do conjunto de fluxos de caixa feita com o diagrama da figura 3.2.
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Figura 3.10: Tabela dos fluxos de caixa do projeto X.

k FC, VP rc, ; Tm4) VPL,

0 —So —So —-So

1 P Pl/(l—i-TMA)l VPLy+ VP wc, ; Tma)
2 P, Pg/(l +TMA)2 VPL, +VP(FCQ;TMA)
3 P P3/(1+TMA)3 VPLy + VP e, ; Tma)
n P, P,/(1+TMA)" VPL,_ 1+ VPwc,;TMma)

Como Sy = VP, ramay = > Pu/(1 + TMA)*, entdo a soma das n + 1 expressoes
k=1

da penultima coluna ¢ nula. Também nota-se que o V PL,, é o valor presente liquido do
investimento, ou seja, por D-3.1: V. PL, = VP(,; 7ar4) — So. Isto pode ser provado pelo
PIF ou adicionando membro a membro VPLy = —Soe VPL, = VPL,_y + VP (rc, ; 7m4)

k
com 1 < k < n. De modo analogo, obtemos VPL, = > FC;/(1+TMA)’ — Sy, Vk € N.
=1

Para exemplificar, retomemos o investimento de 30000 reais (Sy), com 48 rendimen-
tos mensais de R$ 1000 (sequéncia vy de receitas), lembrando que a quantia investida é

oriunda de um empréstimo a 0,8% ao més (esta ¢ a taxa minima de atratividade: TMA).

No exemplo 3.5, mostramos que este investimento ¢é viavel pela T'IR e pelo V PL.
O nosso objetivo agora é detalhar seu conjunto dos fluxos de caixa em uma tabela, a fim

de confirmar a sua viabilidade e obter outro parametro (subsegao 3.4.2).

Reparemos que FCy = VP ¢, ;08%) = VPLy = —30000, que, para todo k > 1,
temos FC;, = +1000, VP(FCk;Qg%) = FCk/(l,OOS)k e VPL,=VPL, 1+ VP(FCk;O,S%y
A partir dai, obtemos a figura 3.11.

Omitimos algumas linhas da referida tabela, evidenciando apenas as principais in-
formagoes deste fluxo de caixa. No Capitulo 4, explicaremos como fazer este tipo de

tabela no Excel e efetivaremos a sua construgao na atividade do Capitulo 5.

Na figura 3.11, observemos que V PLss = +9728,39 é exatamente o V PL;,, obtido
no exemplo 3.5 pela diferenca VP, g%) — 30000. Dai, concluimos que o investimento é

viavel. A inviabilidade ocorreria se este valor presente liquido fosse negativo ou nulo.

No Capitulo 4, veremos como calcular a T'I Ry, = 2,11% ao més a partir da planilha

eletronica feita no Excel.

Ademais, os valores da tultima coluna permanecem negativos até o 34° més. O
352 més comeca negativo, mas fecha positivo. Portanto, o investimento em questao é
plenamente reembolsado durante o 35° més. A subsecdo seguinte tratara exatamente

desta anélise.
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Figura 3.11: Representacao tabular do fluxo de caixa do investimento de R$ 30000, que
gera 48 rendas mensais de R$ 1000, considerando TM A = 0,8% ao més.

k FCy VP (rC, ; 0.8%) VPL,

0 —30000 —30000 —30000
1 11000 992,06 —29007,94
2 11000 984,19 —28023,75
30 11000 787,38 —3422,42
31 11000 781,13 —2641,29
32 11000 774,03 —1866,36
33 11000 768,78 —1097,58
34 11000 762,68 —334,90
35 11000 756,63 421,72
36 11000 750,62 T1172,35
48 11000 682,17 19728,39

3.4.2 Payback Descontado

Existem outros métodos para analisar investimentos além da T'IR e do V PL. Entre
eles o payback descontado, que denotamos por PBD. De modo geral, ele é o prazo em

que ocorre o reembolso da quantia investida em uma aplicacao financeira.

Nas palavras de Puccini (2017), PBD

é 0 tempo necessario para a recuperagao do investimento inicial, levando-se em
consideragao o custo de oportunidade do capital investido. Ele é medido pelo
tempo decorrido entre a data inicial do fluxo de caixa (ponto zero) e a data
futura mais proxima até a qual o valor do investimento inicial é coberto pela

soma dos valores presentes das parcelas positivas do fluxo de caixa.

O PBD de um investimento costuma ser obtido aplicando um método iterativo
baseado no célculo do valor presente de cada pagamento e dos valores presentes liquidos
acumulados periodicamente até ele zerar ou até mudar de sinal. Se o zero for obtido,
a iteracao termina e o PBD é o prazo correspondente. Caso contrario, ou se aproxima
o PBD para o primeiro k tal que VPL; > 0 (é razoavel considerar que a capitalizagao
ocorre somente ao final de cada periodo da taxa) ou se calcula uma aproximagao para o
PBD fracionando a unidade de tempo entre k—1 e k, de modo que VPL; <0 < VPLy

(este refinamento pode ocorrer considerando a capitalizagdo mista ou a composta).

Resumindo, temos £k — 1 < PBD < k, com VPL,_; < 0 < VPL;, de modo que,
se k pudesse assumir valores racionais, teriamos V PL; tendendo a zero ao tomarmos k

cada vez mais proximo do PBD, isto ¢, lim V PL; = 0.
k—PBD
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Consideremos a taxa minima de atratividade T'M A e um investimento cujo conjunto
de fluxos de caixa é constituido por uma tunica despesa inicial Sy (valor investido) e por
n receitas (rendimentos) P, de uma sequéncia padrao periodizada conforme a TM A.

Denotando por VP, o valor presente das k primeiras rendas deste investimento, temos

k .
VP, = > P./(1+TMA)’. Dai, o valor presente liquido acumulado até o prazo k ¢é
j=1
VPL, = VP, — 5.
Retomando o exemplo 3.5, cujo fluxo de caixa esta representado na figura 3.11,
percebe-se que o valor presente liquido acumulado passa de negativo para positivo do 34°

para o 352 més. Logo, o PBD deste investimento ocorre neste intervalo de tempo.

Observemos que

34
VPsy = 3 1000/(1 4 0,8%)7 "= 1000.[1 — 1,0087] /(0,008) 2 29665,10;
=1

J

35
VPss5 = > 1000/(1 4 0,8%)7 "= 1000.[1 — 1,0087%] /(0,008) = 30421,72.
=1

J

Dali,
V PL3y = 29665,10 — 30000 = —334,90 < 0;
V PLss = 30421,72 — 30000 = +421,72 > 0.

Assim, de fato, temos 34 meses < PBD < 35 meses , pois VPL3gy <0 < V PLs;s.

Como a taxa utilizada (TTM A) é mensal, podemos considerar PBD = 35 meses.

Neste caso, supomos que a capitalizagao ocorre apenas no final de cada més.

Porém, conforme dissemos no Capitulo 2, é pratica comum do mercado usar juros
simples em prazos menores que o periodo da taxa. Por isto, habitualmente, aproxima-se o
PBD por regras de proporcionalidade, ou seja, a capitalizagao mista predomina no célculo
do PBD.

Considerando esta hipotese no nosso exemplo, temos PBD = (34 4 p) meses, onde
p é uma fracao do 35° més proporcional a parte ainda nao reembolsada no 34° més. Logo,
(30421,72 — 29665,10)/1 = (30000,00 — 29665,10)/p, ou seja, (756,62)/1 = (344,90)/p,
donde p = (344,90)/(756,62) = 0,5. Portanto, PBD = 34,5 meses.

Generalizando, se k — 1 < PBD < k, com VPL, 1 < 0 < VPL,, entao, na
convengao linear, temos PBD = (k— 1)+ p, tal que (VP — VP;_1)/1 = (So — VPx_1)/p,
isto é, P = (S(] — VPk,1>/(VPk — Vpkfl).

Existe ainda o “payback simples” (PBS), que “desconsidera o valor do dinheiro no
tempo” (CASTELO BRANCO, 2018). Apesar de nao determinar com exatidao o tempo

de retorno do investimento, o PB.S tem uma grande vantagem na hora do calculo, o que

o torna 1util como ferramenta para estimar uma aproximacao por baixo do PBD.
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Investindo-se a quantia Sy (despesa tnica), com uma sequéncia padrao de rendas
PBS PBS
(P:) (tinicas receitas do investimento), podemos definir Sy = > Py /(1+0)F = Y P
k=1 k=1

Ressaltamos um pequeno abuso de linguagem cometido na definigdo acima, pois
consideramos a possibilidade de ocorrer k = PBS. Entretanto, k € IN e PBS € Q.

Particularmente, se P, = P para qualquer k, temos Sy = (PBS).(P), donde PBS =
So/P. No exemplo anterior, temos PBS = 30000/1000 = 30. Dai, ja sabemos que seu
PBD é maior que 30 meses. Assim, podemos agilizar a obtencao do PBD. Em vez de
construirmos a tabela inteira da figura 3.11, calculamos V PL3y, = —3422,42 e seguimos

obtendo valores presentes liquidos relativos até o 35° més, quando o sinal muda.
O resto do processo foi realizado antes, atendendo a hipétese da capitalizacao mista.

Na capitalizagdo composta, de acordo com Samanez (2002), o método do payback

descontado basicamente consiste em determinar o valor do PBD na seguinte equacao:
PBD

S B./(1+TMA)® = Sy, onde Sy é o valor investido num projeto com rendas Py, de
k=1

uma sequéncia padrao periodizada conforme a taxa minima de atratividade T M A.

A equagdo acima apresenta o mesmo abuso de linguagem da definicao de PBS),
pois considera que o indice £ € IN pode assumir o valor PBD € Q. Porém, ela é muito

interessante porque algebriza a esséncia do significado de PBD.

. . BBb SPG
Particularmente, se P, = P para todo k, entao >, P/(1 + TMA)* = 5, =

k=1
P. [1—(1—|—TMA)*PBD} /TMA = Sp. Dai, PBD = —log [1—SO.TMA/P}/10g(1+TMA).
Utilizamos aqui alguns conhecimentos bésicos sobre logaritmos (Apéndice F).
A obtencgao do tltimo resultado ficara clara ao revisitarmos o exemplo 3.5.

Consideremos agora o regime de juros compostos para qualquer prazo, no ultimo
PBD

exemplo. Assim, Y. 1000/(1 + 0,8%)* = 30000 =5 1000.[1 — (1,008)~F52] /(0,008) =
k=1

30000. Multiplicando os dois membros por —(0,008)/1000 e adicionando-lhes a unidade,

obtemos (1,008)~7BP = 0,76. Aplicando conhecimentos sobre logaritmos, chegamos em

log(1,008) PP =10g(0,76), donde PBD = —10g(0,76)/log(1,008) = 34,5.

Observamos que, desde a taxa 0,8% ao més (equivalente aproximada de 10% ao ano)
até os ultimos logaritmos decimais, foram realizadas varias aproximagcoes, que acarretam
imprecisoes nos resultados apresentados. Por exemplo, o PBD calculado na capitalizacao

mista nao é exatamente o mesmo da capitalizacao composta.
Finalmente, vejamos como empregar o PBD na anélise de investimentos.

Considere investir determinado valor em um projeto planejado para durar n periodos
da TMA. Se seu PBD extrapolar n, o projeto terminaria antes de haver a recupargao

do valor investido. Se o PBD coincidir com o prazo final do projeto, seria indiferente
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investir ou nao nele. Logo, um projeto s6 é viavel se tiver PBD inferior a sua duragao.
Como o nosso exemplo de investimento dura 48 meses e tem PBD = 34,5, entao ele é

vidvel.

Em geral, se estabelece um prazo maximo m para o reembolso do investimento.
Neste caso, a sua viabilidade fica condicionada & ocorréncia do PBD < m. Isto sera
trabalhado na atividade

Porém, contrariando a intuicao, entre dois investimentos, o de menor PBD pode nao
ser o mais atrativo, pois este método desconsidera todo fluxo de caixa depois do PBD.
Para compreender isto, basta pensar em dois investimentos X e Y, ambos planejados para
durar n anos, que tenham o mesmo PBD < n e o mesmo conjunto de fluxos de caixa,
exceto pelo fato de apenas X possuir um wvalor residual a ser resgatado no n-ésimo ano.

Obviamente, X é mais vantajoso do que Y.

O PBD deve ser visto apenas como um indicador de liquidez. Ele é um método
auxiliar ao VPL e a TIR. Logo, dadas duas opgoes de investimento, o PBD nao deve

ser utilizado de modo independente para decidir qual a opgao mais lucrativa.

m PBD
Tomando A(i; m) = > P./(1 +14)* e considerando > Py/(1+TMA)* =Sy e a

k=1 k=1
definicao D-3.1, podemos redefinir VPL, TIR e PBD das seguintes formas:

VPL=A(TMA;n)— Sy, ATIR;n)—Sy=0, A(TMA; PBD) — Sy =0.
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Este capitulo foi elaborado levando-se em conta as recomendacoes do MEC em
relagao ao uso adequado de recursos tecnolégicos no ensino da matematica, o notavel
interesse espontaneo dos jovens pela tecnologia, a acessibilidade cada vez maior a tais
recursos (muitos deles gratuitos), a escassez de material especifico para esta abordagem

no ensino médio e, principalmente, a sua enorme importancia na resolugao de problemas

de MF.

4.1 Alguns aspectos legais

A LDB estabelece, no seu Art. 35, entre as finalidades do ensino médio “a com-
preensao dos fundamentos cientifico-tecnolégicos dos processos produtivos, relacionando
a teoria com a pratica, no ensino de cada disciplina” (BRASIL, 1996). No Art. 35-A,
a LDB determina que a BNCC definira direitos e objetivos de aprendizagem do ensino
médio em quatro areas do conhecimento, entre elas “matemaética e suas tecnologias”. Em
particular, o paragrafo 8° (I) deste artigo diz que contetidos, metodologias e formas de
avaliagao devem ser organizados nas redes de ensino, de tal modo que no fim do ensino
médio o estudante domine “os principios cientificos e tecnologicos que presidem a producao

moderna’”.

Neste ensejo, a BNCC propoe que

os estudantes utilizem tecnologias, como calculadoras e planilhas eletrénicas,
desde os anos iniciais do Ensino Fundamental. Tal valorizagao possibilita que,
ao chegarem aos anos finais, eles possam ser estimulados a desenvolver o pensa-
mento computacional, por meio da interpretagao e da elaboracao de algoritmos,

incluindo aqueles que podem ser representados por fluxogramas.

Em continuidade a essas aprendizagens, no Ensino Médio o foco é a construgao
de uma visao integrada da Matemaética, aplicada a realidade, em diferentes

contextos. Consequentemente, quando a realidade é a referéncia, é preciso levar
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em conta as vivéncias cotidianas dos estudantes do Ensino Médio — impactados
de diferentes maneiras pelos avangos tecnologicos, pelas exigéncias do mercado
de trabalho, pelos projetos de bem viver dos seus povos, pela potencialidade das
midias sociais, entre outros. Nesse contexto, destaca-se ainda a importancia do
recurso a tecnologias digitais e aplicativos tanto para a investigacao matematica
como para dar continuidade ao desenvolvimento do pensamento computacional,
iniciado na etapa anterior. (BRASIL, 2018)

A BNCC estabelece ainda que a area de Matemética e suas Tecnologias deve garan-
tir aos estudantes do ensino médio o desenvolvimento de cinco competéncias especificas.
Entre elas, destacamos para este capitulo: utilizar a matematica para interpretar situ-
acoes em diversos contextos, inclusive relacionados a questoes tecnologicas; investigar
desafios contemporaneos e tomar decisoes éticas, com base na analise das implicacoes
da tecnologia no mundo do trabalho, entre outros; compreender e utilizar, com flexibili-
dade e precisao, diferentes registros de representagdo matematicos (algébrico, geométrico,
estatistico, computacional etc.); averiguar e criar conjecturas a respeito de diferentes pro-
priedades matemaéticas, empregando estratégias e recursos, como observagao de padroes,

experimentagoes e diferentes tecnologias (BRASIL, 2018).

Antes da elaboragao da BNCC, os PCN ja diziam que, no contexto socio-cultural
do ensino da Matematica, deve-se “utilizar adequadamente calculadoras e computador,
reconhecendo suas limitacoes e potencialidades”. Neste texto, também é mencionado que,
“entre os maiores desafios para a atualizacao pretendida no aprendizado de Ciéncia e
Tecnologia, no Ensino Médio, esté a formagao adequada de professores, a elaboracao de

materiais instrucionais apropriados (...)” (BRASIL, 1999).

Ainda segundo os PCN, com o advento da sociedade pds-industrial,

a disseminagao das tecnologias da informagao nos produtos e nos servigos, a
crescente complexidade dos equipamentos individuais e coletivos e a necessidade
de conhecimentos cada vez mais elaborados para a vida social e produtiva, as
tecnologias precisam encontrar espago proprio no aprendizado escolar regular,
de forma semelhante ao que aconteceu com as ciéncias, muitas décadas antes,
devendo ser vistas também como processo, e nao simplesmente como produto.
A tecnologia no aprendizado escolar deve constituir-se também em instrumento
da cidadania, para a vida social e para o trabalho (BRASIL, 1999).

Como orientacgoes educacionais complementares aos PCN, voltadas para a matema-

tica do ensino médio (“PCN+"), ressaltamos a seguinte competéncia a ser buscada:

Compreender formas pelas quais a Matematica influencia nossa interpretagao
do mundo atual, condicionando formas de pensar e interagir. Por exemplo,
comparando os céalculos feitos pelas maquinas com aqueles feitos “com lapis e
papel”, e identificando a fungao, especificidades e valores de cada um desses
meios na constru¢ao do conhecimento (BRASIL, 2002).
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4.2 Principais recursos tecnolégicos usados em MF

As tecnologias mais uteis para a MF sao as calculadoras e as planilhas eletronicas.

Existem varios tipos de calculadoras no mercado. As mais comuns sao a padrao e a

cientifica, que, desde o inicio deste trabalho, pressupomos conhecidas e acessiveis.

Grande parte dos problemas de MF pode ser resolvido com estas ferramentas. As
abordagens apresentadas até aqui ocorreram considerando-se o uso deste tipo de tecno-
logia. Porém, a dificuldade que tivemos em alguns célculos, seria eliminada por meio de
fungoes disponiveis em calculadoras financeiras como a HP12c e em planilhas eletronicas
como o Excel. Por isto, dedicaremos este capitulo a elas, com o objetivo de aplicar tais

recursos na retomada de exemplos anteriores.

Para pormenorizar este estudo, recomendamos o guia do usuéario da HP12¢ (HP,
2004) e tutoriais disponiveis no Excel (MICROSOFT, 2016), como o “Bem-vindo ao Excel”
e outros. As proximas subsegoes foram elaboradas a partir dai. Estas também podem ser

boas opc¢oes para uso didatico em sala de aula.

4.2.1 HP12c

A calculadora financeira HP12c¢ é o modelo 12¢ langado em 1981 pela empresa norte-
americana Hewlett-Packard Company, que ja produziu vérios outros, como a HP11c (cal-
culadora cientifica) e a HP16¢ (calculadora propria para programadores de computador),

ambas com aparéncia externa semelhante a HP12c.

Figura 4.1: HP12c¢ (WEB..., [2021b7]).

5T0 RCL

ACK ARD B
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Caso nao se tenha acesso & HP12c fisica, existem simuladores (ou emuladores) vir-

tuais disponiveis na internet, alguns gratuitos para download e para uso on-line (WEB...,
[2021a7], [2021b7], [2021c?], [2021d7]).

Estrutura fisica da HP12c e notacgoes

Toda tecla da HP12c¢ é denominada pela sua funcao priméaria, impressa na face
superior da tecla, geralmente, em cor branca. Porém, uma tecla pode possuir fungoes
secundarias impressas em amarelo (acima da tecla) e em azul (na parte inferior da tecla).
Iremos denomina-las de fungoes amarelas e fungoes azuis, respectivamente. Algumas

teclas possuem ainda fungoes implicitas.

Para evitar ambiguidades, contornaremos com um retangulo cada fun¢ao primaria
de uma tecla da HP12¢, grafando-as em negrito e entre colchetes. Mostramos no quadro
abaixo como serao representadas todas estas funcoes primarias, distribuidas conforme a

HP12c, exceto pela tecla |[ENTER] |, que na maquina, fica na vertical.

Figura 4.2: Fung¢oes priméarias da HP12c.

| ()] [evl] [PMmTy] [[FV)] [lcHS)| (7] (8] |l@]] %]
| /el [1%T)] (1A%l %] [[EEX]| (4] |8]] |l6]] |[x]]
[R/S]| [ssT]| |[RY]| [lzsy]| |[CLa]] ] =) (B8] [
onN]| [1f)] [lg]] [isTO)] [ReL]] [ENTER]] [o]] [[-]] [=+]] [+]

Percebemos aqui uma oportuna conexao intradisciplinar com o conceito de matriz,
que pode facilitar a localizacao das teclas da HP12c. Isto porque existe uma correspon-
déncia “quase” biunivoca entre as teclas da maquina (figura 4.1) e os termos da matriz
genérica A = (apq),.10 constituida por 4 linhas e 10 colunas, de modo que cada termo

apq Ocupa a linha p e a coluna g.

Exceto pelos os termos asg € as6, que correspondem ambos a tecla |[ENTER]
na figura 4.1, cada um dos outros termos de A associa-se reciprocamente a uma unica
tecla da HP12c. Na figura 4.2, |[ ENTER]| corresponde ao termo a4, enquanto as fica

“desocupado”. De uma forma ou de outra podemos explorar esta intradisciplinaridade

Por exemplo, ay;; = , ai;10 = , a4;10 = ’ Q4,1 = -

79



Capitulo 4. Recursos Tecnolégicos

Toda fungao secundéria seré expressa ainda entre colchetes, mas sem o contorno
retangular e sem grafia em negrito. Exemplificando, temos as funcoes amarelas [AMORT],
[INT], INPV], [RND] e [IRR] das teclas da primeira linha. As fun¢oes azuis destas mesmas
teclas sao [12x], [12+], [CFg|, [CFj| e [Nj].

A HP12c possui apenas duas teclas que nao sao pretas: uma é amarelada e a outra
¢ azulada. Estas sao, respectivamente, a4 = |[f]| e as3 — . Obviamente, elas sevem
para acionar as fungoes secundarias amarelas e azuis. Por exemplo, a funcao que mais
sera utilizada ¢ a fungao amarela da tecla as.5, indicada por [REG]. Esta fun¢ao é acionada
teclando | [f] | seguida de | [CLz] | Denotaremos [REG| = | [f]|[CLx] |.

As teclas numéricas e aritméticas da HP12c, que exercem as fungoes de uma calcu-

ladora padrao, vao de a7 até a0, com excecao de asg, que ¢ um auxiliar estatistico.

Entre as fungoes tipicas de calculadora cientifica presentes na HP12c, destacamos

as que permitem calcular poténcias e logaritmos naturais, cuja base é o niumero de Euler
e. Estas fungoes correspondem, nesta ordem, a e [LN] = | [f]|[%T]].

Ressaltamos que as teclas da HP12c mais importantes para a MF sao as seis pri-
 [PV]], [PMT]], [[FV]], |[CHS]|.

meiras da linha 1 da matriz A: |[n]|, |[i]

As teclas que exercem estas fungoes possuem as fungdes secundarias mencionadas

anteriormente, que também sao bastante tuteis para a MF.

Oportunamente, esta visao tabular da HP12c pode ser aproveitada para introduzir

o uso do Excel.

Funcionamento basico da HP12c

A HP12c foi desenvolvida especificamente para realizar calculos financeiros. A funci-
onalidade desta calculadora para resolver problemas que exigem tais calculos é proveniente

do seu sistema operacional.

Entre as principais caracteristicas deste sistema, destacamos a sua grande capaci-
dade de memoria que é utilizada com base na RPN (Reverse Polish Notation, isto é,
notagao polonesa reversa) e no método pilha operacional (arquivo macro composto por
quatro subarquivos de memorias temporérias que operam de modo sequencial e ciclico).
Mas antes de falar destes conceitos, vejamos como colocar a HP12c¢ para funcionar nas

configuragoes utilizadas neste trabalho.

A HP12c¢ vem configurada de fabrica no “modo original”. Neste modo, ela exibe
nimeros aproximados com duas casas decimais, adota o ponto como separador entre a
parte inteira e a nao inteira do ntimero e insere automaticamente a virgula a cada trés
digitos. A figura 4.1 representa uma HP12c em escala real, configurada desta forma. O
nimero mostrado no visor “8,201.36” é, portanto, oito mil, duzentos e um e trinta e seis

centésimos.
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A tecla |[ON]| tem a fungao primaria de ligar e desligar a HP12¢ e uma fungao
implicita de inverter o uso da virgula e do ponto. Para reconfigurar a calculadora no modo
usual no Brasil, desligamos a maquina e a religamos com a tecla asg — m pressionada.
Nas versoes virtuais citadas, basta teclar |[ON]|. A partir daqui, iremos considerar HP12¢

configurada desta forma e ligada. Assim, o nimero anterior passa a ser expresso na forma
“8.201,36”.

Outra funcao implicita que pode ser 1til é a de mudar a quantidade de casas de-
cimais. Pressionando |[f]| seguida de alguma tecla numérica, o visor mostra valores
aproximados com esta quantidade de casas decimais. Por exemplo, inserimos a apro-

ximagao 3,141592654 do ntmero irracional 7 limpando o visor com e teclando
B[ [-1] (1] 14]] (1) [ 5] | 19| [2] | 16] | [5] | [4] |- Como a méquina esté configurada para exibir

apenas duas casas decimais, ao teclarmos |[ENTER]|, é exibido 3,14. Porém, a HP12c
opera na sua capacidade maxima; logo os outros algarismos ficam salvos internamente.
Para a maquina exibir todas as nove casas decimais inseridas, devemos teclar | [f] |[9]|. Re-
tornamos para aproximacgao em centésimos, teclando |[f]|[2]|. Como o objeto de estudo
da MF é o dinheiro, cuja representacao numérica tem duas casas decimais, utilizaremos

este formato.

Note que nao espacamos teclas formadoras de um ntimero, assim como justapomos
duas ou mais teclas que precisam ser pressionadas em sequéncia para acionar uma func¢ao

secundaria ou implicita. De modo geral, as teclas com funcao tinica serao justapostas.

Voltando a falar da pilha operacional, é interessante saber que as memorias temporéa-
rias da HP12c¢ sdo @ (ntimero do visor), y, z e z (registros numéricos internos). Acionando
[ENTER] | e outras funcgoes, levamos o numero de & para y. Caso haja um ntmero 14,
ele é transferido para z e um eventual nimero nesta memoria vai para t, cujo registro

precedente, por sua vez, é apagado. Isto ficara mais claro no préximo exemplo.

Além das 4 memorias temporarias, a HP12c¢ dispoe de 5 memorias financeiras, cor-
respondentes as funcoes de a;,; até a;5, que iremos detalhar adiante, mais 20 memorias

fixas, que vao de “0” a “9” e de “.0” a *.9".

Diante da possibilidade de tantos registros de armazenamento, ao efetuar uma nova
operacao na HP12c, recomenda-se limpar os dados das operacoes ja finalizadas. Na linha
3 da matriz A, estao as teclas cujas fungoes amarelas abarcadas pelo nome CLEAR sao
responsaveis por esta limpeza de dados. A principal é | [CLz]|. Se acionada sozinha, esta
funcao deleta apenas o registro da memoria @, inserindo zeros no visor. Mas a sua fungao
secundaria [REG| = | [ f] | [CLz] | apaga todos os registradores (memorias temporarias, fixas

e financeiras), exceto a memoria de programagao.

Antes de iniciar a resolu¢ao de um problema na HP12c¢ que nao necessite de valores

inseridos anteriormente nela, devemos sempre acionar [REG].
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Diferente de outras calculadoras, a HP12¢ é programada com a RPN. Isto otimiza
o seu funcionamento. Para um calculo aritmético basico, inserimos o primeiro ntmero e
teclamos | [ENTER] | para registra-lo em x; depois teclamos o segundo ntimero, que fica
em x e envia o primeiro para y; finalizamos com a operacao desejada entre os registros
de y e x, nesta ordem. Em particular, dividimos o registro anterior de 3,141592654 em «x

por 10 teclando . O resultado calculado é 0,3141592654, mas a méquina esta

configurada para mostrar a aproximacgao 0,31.

Exemplo 4.1: Podemos calcular o produto de 100 por (1,1)3 teclando:

[f]][cLa]| |[1]][0]| (o] [[ENTER]| |[1]|[-]|[1] | [ENTER] || (3] | | [v*]||[x] -

Detalhemos a resolucao acima, incluindo explicagoes quanto a pilha operacional:

[f]|[CL] | limpa possiveis registros anteriores;

‘ 1] ‘ [0] | [0] ‘ [ENTER] ‘ armazena 100 na memoria x, exibindo 100,00 no visor;

‘ 1] ‘ [-] | 1] ‘ [ENTER] ‘ armazena 1,1 em x, mostrando 1,10 no visor (100 vai para y);

faz o namero 3 ser armazenado em «, levando 1,1 para y e 100 para z;
[y*]| calcula (1,1)3 = 1,331, exibindo a aproximacao 1,33 no visor (100 volta para y);
multiplica 100 por 1,331 e registra o resultado 133,1 em @, esvaziando y.

Antes de introduzirmos o uso das funcoes financeiras da HP12c, é necessario destacar
outras duas caracteristicas do seu “modo original”: a capitalizacao mista e os pagamentos

postecipados. Originalmente, a méquina opera desta forma, mas ela pode ser reconfigu-

rada para operar com a capitalizacao composta e com pagamentos antecipados.

Utilizamos ‘[STO] | [EEX]‘ para ativar e desativar o “modo juros compostos”. A

fungao azul |[BEG| = |[f][[7]| ativa o “modo begin” dos pagamentos antecipados e a

fungao azul [END| = |[f]|[8]| ativa o “modo end” dos pagamentos postecipados, que

corresponde ao “modo original”. Exemplificaremos adiante o uso destas configuragoes.

As teclas da HP12c¢ mais tuteis para a MF sao as que exercem funcoes financeiras:

o m (number of payments ou nimero de pagamentos),

o (interest rate ou taxa de juro),

e |[PV]| (present value ou valor presente),

e | [PMT] | (periodic payment amount ou valor de pagamento periodico),

e | [FV]| (future value ou valor futuro).
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Estas 5 teclas servem tanto para registrar valores e quanto para calcula-los.

No uso das funcoes financeiras, a HP12c¢ convenciona sinais opostos para entradas e
saidas de valores monetérios (“logica do contador”). Estes sdo, portanto, valores relativos

pertencentes a um conjunto de fluxos de caixa.
Neste contexto, serda muito util a fungao | [CHS]| (change sign ou mudar sinal).

Podemos interpretar o exemplo 4.1 como o célculo do montante gerado por 100 reais,

a 10% ao ano, apos 3 anos. Nesta interpretacao, teclamos:

[f]][CLa]

(8]| [ |[ (][ 01| (1] (]| [0] | [0] | [cHES] | PV | | [FV]|

Explicando melhor esta sequéncia resolutiva, acionamos:

i

CLx] | para limpar registros anteriores;
[3] | [n] | para registrar o prazo de 3 anos;
[1]][0] |[i] | para registrar a taxa de juros de 10% ao ano;

[1]][0]
[FV]| para calcular o valor futuro 133,10.

[0]

[CHS] | [PV] ‘ para registrar —100 no valor presente;

Aritmeticamente, este resultado é obtido calculando 100.(1+10%)3, que corresponde

ao montante procurado na capitalizagao composta.

Conforme vimos na subsecao 2.4.8, as capitalizagoes mista e composta produzem o
mesmo montante num prazo inteiro, a partir do mesmo capital e da mesma taxa. Assim,
(1005 10% 3 3) = M(100; 10% ; 3), ou seja, 100.(1+10%)L3J.[1+(10%).(3— LSJ)} -
100.(1 + 10%)3. Por isto, sempre que o problema tratar de um prazo n € Z pode-
mos utilizar a HP12¢ no “modo original”, mas, se n nao for inteiro e se a capitaliza-
¢ao for composta, entao serd necesséario ativar o “modo juros compostos”. Afinal, temos
M(Csi;n)=C.(1+1i)" < C’.(l—i—i)LnJ.[l—ki.(n— [nJ)} =u(Csisn), VneQ—"7Z.

Usamos aqui T-2.1 e T-2.3. Analisaremos este caso no exemplo 4.2.

Devido a tultima solugao, 133,10 fica na memoria & e os outros registros permane-
cem nas respectivas memorias financeiras, podendo ser retomados para outros célculos.
Por exemplo, podemos aproveitar estes registros para calcular o valor futuro no 4° ano,
teclando |[1
teclando ‘ [4] | [n

[-] ‘ (1] | [X] ‘, para multiplicar 133,10 pelo fator de capitalizacao (1,1), ou
, para substituir o prazo de 3 anos por 4 anos, e, em seguida .
Obtemos assim 146,41, que corresponde a M (1005 10%;4) = 100.(1 + 10%)*.

Notemos ainda que foi considerada a despesa 100 no valor presente, atribuindo-lhe o

Y

sinal “—", pois querfamos o valor futuro positivo. Se nao teclassemos | [CHS] | na sequéncia

resolutiva anterior, teriamos a receita 100 no valor presente e —133,10 no valor futuro.
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O processo para calcular o valor futuro a partir do prazo, da taxa e do valor presente
é analogo ao que utilizamos para outras situagoes em que sejam dadas trés das variaveis
atribuidas a | [n]|, |[i]|, | [PV]],|[PMT]| ou |[FV]

que se conhega o prazo ou a taxa (pelo menos um destes dois parametros necessita ser

, a fim de se descobrir a quarta, desde

informado). Estes 5 registros financeiros podem ser qualquer ntmero racional (inclu-
sive negativo), mas sem desrespeitar a mencionada convengao de sinais para os valores

monetarios e observando as ressalvas que faremos a seguir quanto aos prazos.
Exemplo 4.2: Vejamos agora como calcular o montante gerado por 100 reais, a 10%
ao ano, apos 3 anos e 144 dias, ou seja, em 3,4 anos (exemplo 2.5).

Considerando a HP12¢ na sua configura¢do original, obtemos (100510%;33,4) =
100.(1 4+ 10%)".[1 4+ 10%.(0.4)] = 138,42, teclando:

[£1](cra]| | 8]][-1][4][m]] [[1]]10][[i]] | (]| 0] ] [o] | [cHS] | PV]| | [FV]|.

Para calcular o montante em juros compostos, basta acrescentar ‘ [STO] | [EEX] ‘ a

ultima solugao e acionar novamente | [FV] | (talvez seja preciso pressionar duas vezes esta
tecla). Assim é calculado M (100;10%;3,4) = 100.(1 + 10%)>* = 138, 27.

Este é o “modo juros compostos”. Ele fica indicado no visor da maquina pela letra C.

Para desativa-lo, é necessario teclar novamente ‘ [STO| ‘ [EEX] ‘ Consideremos isto feito

para os proximos exemplos.

Esteja a HP12c¢ no “modo original” ou no “modo juros compostos”’, com seus respec-
tivos valores futuros registrados. Retornamos & taxa 10,00 porcento ao ano teclando |[i]
e ao valor presente —100,00 teclando | [PV]|. Porém, se teclarmos | [n] |, a méquina retorna
o prazo 4, em vez dos esperados 3,4. Isto ocorre porque quando a variavel procurada é o

prazo e seu valor nao é inteiro, a HP12c arredonda para o préoximo inteiro maior que ele.

Este funcionamento é justificado pelo fato de a HP12c¢ considerar que a capitalizagao
ocorre apenas no final do periodo da taxa. Em particular, com uma taxa de juro anual,
a maquina nao considera que o dinheiro tenha sido capitalizado apés 3 anos e 144 dias,

mas somente ap6s completar o quarto ano.

Podemos ainda interpretar o exemplo 4.2 como uma divida de R$ 100, a 10% ao
ano, que devia ser quitada em 3 anos, mas foi paga com atraso de 144 dias. Neste caso,
0s juros moratorios seriam simples e calculados sobre M (1005 10%;33) = 133,10. A HP12¢c
tem uma funcao especifica para calcula-lo: [INT] = |[f] . Esta funcao exige taxa de

juro ao ano e prazo em dias. Logo, obtemos os referidos juros simples de mora, teclando:

[£]](cra]| | (1] [ (4] | (4] [[n]| [ (][ O] | (3] ] | a]| (31 (31| (- 1] (a) | PV | L£]] [4]]-

A HP12c¢ retorna —5,32, que é o valor aproximado dos juros, em termos relativos.
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Em termos absolutos, estes juros sao calculados aritmeticamente pela diferenca
M,(133,105 10%3 144/360) — 133,10 ou pelo produto (133,10).(10%).(144/360). Utiliza-
mos aqui T-2.2: M (Cyisn) =C.(1+4)" e J =Clin.

Para obter o valor da divida apos o atraso, basta acionar | [+] | apds a ultima sequén-
cia de teclas da HP12c. O resultado corresponde a M, (133,105 10%; 144/360) = —138,42.

A primeira solugao exibida pela HP12¢, considera o ano comercial de 360 dias, mas
a maquina também calcula internamente os juros exatos adotando o ano civil de 365 dias.
Estes juros sao acessados pressionando . O célculo aritmético correspondente é
M (133,105 10%; 144/365) — 133,10 = (133,10).(120%).(12/365) = 5,25 (desconsideramos

novamente o sinal negativo que a HP12¢ nao dispensa).

Até aqui, utilizamos a HP12c apenas no contexto do Capitulo 2. Vejamos agora
algumas aplicacoes desta calculadora ao Capitulo 3. Neste ensejo, empregaremos | [PMT] |,

o “modo end” e o “modo begin”, assim como as seguintes fungoes secundarias:

[CFo| = [PV]| (cash flow zero ou fluxo de caixa inicial),

[CF;] = | [g] | [PMT] | (cash flow j ou fluxo de caixa da posigao j),

IN;] = | [g] | [FV]| (number of times CF; ou nimero de ocorréncias do tltimo CFj),
[IRR| = | [f]|[FV]| (interest rate of return ou taxa interna de retorno ou ),
[NPV] = |[f]|[PV]| (net presente value ou valor presente liquido).

Retomemos o empréstimo de 30000 reais a 10% ao ano, quitado em 4 pagamen-
tos anuais de mesmo valor nominal (exemplo 3.4). O valor destas presta¢oes pode ser

calculado na HP12c¢, teclando:

[£]][CLa]||[4] | ]| | [1]] (0] | [i]]| (3] | [0] | [0] | [0] | [0] | [PV] || [P .

Esmiucemos esta solucao:
[f]|[CLx] | limpa a memoria;
[4] | [n] | registra o prazo de 4 anos;

[1]|[0] registra a taxa anual de 10%;

[3]][0]] [0]] [0] | [0] | [PV]| registra a receita inicial de 30000;

[PMT] | calcula o pagamento anual: —9464,12 (despesa).

O valor absoluto 9464,12 ¢ o P da equacao Zizl P/(1,1)F = 30000, a qual decorre

do deslocamento das prestacoes P para a data zero, mediante a taxa de 10% ao ano.
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Dai, aplica-se SPG para chegar no resultado. Este é o termo da sequéncia de pagamentos

padrao e constantes (3, que vimos no exemplo 3.4.

Neste caso, foi considerada a postecipacao dos pagamentos. Se eles fossem ante-

, sem apagar a memoria. Desta forma, a

3
méquina retorna —8603,75, pois este é o valor P tal que Y. P/(1,1)* = 30000 (solucio
=0

analoga a da equagao anterior). Dai, voltemos ao “modo end” acionando |[g]|[8] |

cipados, bastaria acrescentar ‘ [g] | [7] ‘ ‘ [PMT)]

Uma das mais tuteis aplicagoes da HP12c¢ é o calculo de taxas de juros. No exemplo
anterior, para obtermos algebricamente a taxa ¢ do empréstimo de 30000 reais quitado
pela sequéncia 3, teriamos que resolver a equacao de quarto grau Zi:l 9464,12/(1+i)* =
30000, para a qual nao existe uma féormula resolutiva. No Capitulo 3, empregamos um
método numérico para aproximar o valor da ¢ (subse¢ao 3.2.1). Vejamos como eliminar

todo aquele trabalho, calculando esta taxa na HP12c:

[f]|[CLx] | limpa a memoria;

[4] | [n] | registra o prazo de 4 anos;
‘ [3] ‘ [0] | [0] ‘ [0] | [0] | [PV] ‘ registra 30000 no valor presente;

[19]][4]] (6]] [4] | [-]] (1] ] [2] | [CHS] | [PMT] | registra —9464,12 nos pagamentos anuais;

[i]| calcula a taxa juro igual a 10% ao ano.

Lembremos que esta taxa é a TIR do empréstimo, ou seja, o seu custo. Vejamos
como obté-la na HP12c¢ utilizando [IRR], [CFy], [CFj] e [Nj]:

[f]|[CLx] | limpa a memoria;

[3]][0]] [0]] [0] | [0] | [g] | PV registra 30000 no fluxo de caixa inicial;

(91| [4]| (6] ] [4] | [-]] (1] ] [21 | [CHS] | [g] | [PMT] | registra —9464,12 no 1° fluxo de caixa;

[4] | [g] | [FV] | registra 4 ocorréncias de —9464,12 (4 anuidades);

[f]|[FV]|calcula a TIR = 10% ao ano (custo do empréstimo associado a f3).

De modo anélogo, calculamos a TIR = 2,11% ao més do investimento de 30 mil

com 48 rendimentos mensais de mil (pertencentes & sequéncia 7).

Notemos que a primeira forma de calcular a TIR com as fungoes financeiras pri-
maérias é possivel sempre que houver somente uma entrada inicial e saidas pertencentes
a uma sequéncia padrao constante ou quando existir uma tinica despesa inicial e receitas

pertencentes a uma sequéncia padrao constante.

A segunda forma é indispensavel quando houver mais de dois fluxos de caixa di-
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ferentes. Por exemplo, o empréstimo de 30000 reais a 10% ao ano, quitado por quatro
pagamentos anuais da sequéncia padrao o = (10500 ; 9750 ; 9000 ; 8250). Nesta situagao,

calculamos a T'I R da seguinte forma:

[f]|[CLz] | limpa a memoria;

3][ [0]| [0]] [0]] [0] | [&] | [PV]] registra 30000 no fluxo de caixa inicial;

[1] ‘ [0] | (5] ‘ 0] | [0] | [CHS] | g] ‘ [PMT] ‘ registra —10500 no 1° fluxo de caixa;

9] ‘ [0] | [0] ‘ [0] | [CHS] ‘ g] | [PMT)] ‘ registra —9000 no 32 fluxo de caixa;

|
|
[19]][7]] [5]] [0] | [CHS] | [g] | [PMT] | registra —9750 no 2° fluxo de caixa;
|
|

8]| 21| [5]] [0] | [CHS] | [g] | [PMT] | registra —8250 no 4° fluxo de caixa;

[f]|[FV]|calcula TIR = 10% ao ano (custo do empréstimo associado a «).

Retomemos agora o exemplo 3.5, no qual o empréstimo de 30 mil & 10% ao ano, ou
seja, a 0,8% ao meés, foi investido em algo com a finalidade de se obter 48 receitas mensais
de mil por més (sequéncia 7). Sabemos que o investimento tem TMA = 0,8% ao més.

Queremos fazer uma anélise completa deste investimento.

Vejamos como obter a T'IR e o V PL deste investimento utilizando [IRR] e [NPV]:

[f]|[CLx] | limpa a memoria;

(0] [ [-]][8]][i] | registra a TM A = 0,8% ao més;

3]|[0]| [0]] [0] | [0] | [CHS] | [g] | [PV] | registra —30000 no fluxo de caixa inicial;

[1] ‘ [0] | [0] ‘ [0] | g] ‘ [PMT)] ‘ registra 1000 no 1° fluxo de caixa;

|
|
|
|

[4] ‘ (8] | g] ‘ [FV] ‘ registra 48 ocorréncias de 1000 (mensalidades recebidas);

[f][[FV]|calcula a TIR = 2,11% ao més (rentabilidade do investimento associado a v);

[f]|[PV]]|calcula o VPL = 9728,39 (VPL do investimento associado a 7).

Concluimos dai que o investimento é viavel porque tem TIR >TMA e VPL > 0.

Como os pagamentos sao constantes, também podemos obter aTIR e o V PL acima,

utilizando apenas as fungoes financeiras priméarias:

[f]|[CLx] | limpa a memodria;

[4] | [8] | [n] | registra 48 meses;

‘ 1] ‘ [0] | [0] ‘ 0] | [PMT)] ‘ registra 1000 nos pagamentos mensais;

calcula a TTR = 2,11% ao més;
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‘ 0] ‘ [+] | 8] ‘ [i] ‘ substitui a TIR do investimento pela TM A = 0,8% ao més;

[PV] | calcula —39728,39 (investimento que a 0,8% ao més rende 1000 por més);

[CHS] | inverte o sinal do ultimo resultado para que ele represente VP (,;0.8%);

[3]][0]| [0]] [0] | [0] | [—] | calcula o V PL do investimento efetuando 39728,39 — 30000.

Fagamos a ultima anélise do investimento calculando seu payback descontado (PBD),
na hipdétese mais comum, que é a da capitalizacao mista. Os procedimentos estao des-
critos na subsecao 2.4.2. Eles podem ser resumidos nos calculos de VP, e de VP,_1,
com VP, _; < 0 < VPy, objetivando encontrar PBD = (k — 1) + p de modo que valha
a proporgao: (VPp — VPy_1)/1 = (So — VPx_1)/p (no nosso exemplo, Sy = 30000).

Organizamos esta solugao em trés partes.

Na primeira parte, obtemos k tal que k — 1 < PBD < k e verificamos se PBD =k
ou PBD < k, a partir do calculo de VPj. No final desta etapa, salvamos o resultado em

uma memoria fixa, pois serd retomado na terceira parte da solucao.

Teclamos:

[f] | [CLx] | para limpar a memoria;

‘ 0] ‘ [-] | 8] ‘ [i] ‘ para registrar a taxa de juros de 0,8% ao més (T M A);

‘ [3] ‘ [0] | [0] ‘ [0] | [0] | [CHS] | [PV] ‘ para registrar —30000 no valor presente;

‘ [1] ‘ [0] | [0] ‘ [0] | [PMT)] ‘ para registrar os pagamentos recebidos de 1000;

para calcular o prazo de 35 meses (exato ou aproximado por excesso);
[PV] | para calcular —30421,72 (valor presente relativo das 35 rendas mensais de 1000);
[CHS] | para inverter o sinal do tltimo nimero, obtendo VP35 = 30421,72;

[STO] | [1] | para gravar 30421,72 na memoria “17.

Na obtengao dos 35 meses acima, existem duas possibilidades: ou sao necessérios
exatamente 35 rendas mensais de 1000 para reembolsar o investimento de 30000 ou o
numero 35 é uma aproximagcao por excesso feita automaticamente pela HP12c. Como, em
seguida, obtemos o valor presente —30421,72, concluimos que 35 é o arredondamento do
prazo procurado para o primeiro inteiro maior que ele. Se o valor presente fosse —30000

entao o PBD seria precisamente 35 meses.

Desta primeira parte, concluimos que o PBD esté entre 34 e 35 meses. Se a capita-
lizacao ocorresse apenas no final de cada més, a resposta seria PBD = 35 meses. Porém,
iremos refinar a aproximagcao considerando a convencao linear para fracoes do més, tendo

em vista que supomos inicialmente o uso da capitalizagao mista.
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Na segunda parte, aproveitamos os registros financeiros feitos e mudamos apenas o
prazo para 34 meses, a fim de obtermos um novo valor presente relativo e, a partir dele,
o VP34. Também finalizamos esta etapa deixando o resultado salvo em um memoria fixa.

Assim, acionamos:

[3] [ [4] | [n] | para substituir o prazo anterior por 34 meses;
[PV] | para calcular —29665,10 (valor presente relativo das 34 rendas mensais de 1000);

[STO] | [2] | para gravar —29665,10 = —V P34 na memoria “2”.

Na terceira parte, refinamos a aproximacao do PBD tomando-o igual a 34 + p tal
que (VP35 — VP34)/1 = (30000 — VP34)/p, ou seja, p = (30000 — VP34)/ (VP35 — VP3y).

Isto ocorre digitando:

[3]] 0] ] [0]] [0] | [0] | [+] | para calcular 30000 — VPay = 30000 — 29665,10 = 334,90;

[RCL] | [1] | para chamar VP35 = 30421,72 ao visor;
[RCL] | [2]| para chamar —VP34 = —29665,10 ao visor;

[+] | para calcular VP35 — VP34 = 30421,72 — 29665,10 = 756,63;
para calcular p 2 (334,90)/(756,63) = 0,44.

Conclusao: PBD = 34,44 meses. Aproximando por excesso, PBD = 34,5 meses.

Numa analise isolada, podemos dizer que o investimento é viavel, pois seu PBD ¢é
menor que a sua duracao de 48 meses. Isto apenas corrobora os resultados anteriores do
VPL edaTIR.

Vale ressaltar que, desde o comecgo da analise do investimento, consideramos conhe-
cida a taxa 0,8% ao més equivalente a 10% ao ano, mas ela também pode ser obtida na
HP12C. Para tal, observemos que 100 & 10% ao ano gera 110 apds 1 ano, isto é, que
M (1005 10%; 1) = 110. Existe uma taxa mensal i,, equivalente aos 10% anuais que gera
0 mesmo montante no mesmo prazo dado em meses, isto é, M (100;4,,;12) = 110 . Logo,

obtemos a referida taxa teclando:

[CLz] | limpa a memoria;

[1]][2] | [n] | registra o prazo de 12 meses correspondente a 1 ano;

‘ [1] ‘ [0] | [0] ‘ [CHS] | [PV] ‘ registra o valor presente —100;

[1]] (]| [0] | [FV]] registra valor futuro 110;

calcula a taxa mensal i, = 0,80% equivalente a 10% ao ano.
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Algebricamente, calculamos 7, = (1 + 10%)'? — 1 = 0,8%.

Se, em vez de inserirmos a taxa 0,8% ao més, utilizarmos o ultimo registro da HP12¢
como T'M A, entao os resultados serao alterados devido ao erro de aproximacao no referido
valor 0,8%. Apesar de o visor exibir 0,80, o registro interno da HP12¢ ¢ muito mais preciso.

Teclando | [f][[9] |, visualizamos nove casas decimais desta taxa: 0,797414043.

A HP12c¢ possui ainda as fungoes de calendario |[DATE| = |[g] | [CHS]| (determina
data futura ou passada a partir de uma data), [ADYS] = | [g] | [EEX] | (calcula quantos dias

hé entre duas datas), [D.MY] = |[g] | [4] | (configura datas no formato dia/més/ano: “modo
D.MY” que fica indicado no visor quando acionado), e [M.DY]| = | [g] | [5] | (configura datas
no formato més/dia/ano: “modo M.DY” ou “modo original”). Elas trabalham com datas
entre 15 de outubro de 1582 e 25 de novembro de 4046 e podem ser titeis para operacoes
financeiras que levam em conta nimeros exatos de dias, em vez de considerarem o ano

comercial de 360 dias, o ano civil de 365 dias ou o ano de 252 dias tteis.

Para utilizar tais fungoes, é preciso reconfigurar a méaquina para exibir seis casas

decimais.

Retomemos um exemplo da subsecao 2.3.6, no qual mencionamos uma operagao
iniciada em primeiro de janeiro de 2020 e finalizada em primeiro de janeiro de 2021. Para
verificarmos que esta operacao durou exatamente 366 dias, devido ao fato de 2020 ter sido

um ano bissexto, podemos teclar:

[f]| [CLz] | (limpeza de registros);
[£]][6] | (exibi¢ao de seis casas decimais no visor);

[g] | [4] | (ativagao do “modo M.DY”);

(][] (0] [11]12]] 0] ] (2] ] [0] | [ENTER]| (registro da data 1/01,/2020);

3]]6]] (6] ] [g] | [CHS] | (calculo da data 1/01/2021, isto ¢, do 366° dia apés 1/01/2020).

A HP12c¢ exibira no visor “1.01.2021 5”, que corresponde a data final da operagao
1/01/2021, acrescida do nimero 5 um pouco mais & direita. Este namero indica que
o dia da semana correspondente é uma sexta feira, pois a HP12c¢ associa segunda-feira,
terca-feira, quarta-feira, quinta-feira, sexta-feira, sdbado e domingo com os nimeros 1, 2,

3,4, 5,6 e 7, respectivamente.

Para a maquina calcular os 366 dias que ha do dia 1/01/2020 ao dia 1/01/2021,
basta repetirmos a ultima sequéncia de teclas substituindo ‘ (3] | (6] | (6] | [g] | [CHS] ‘ por

([ (01| (1] (21| 0] | 12]| (1] | [e] | (EEX] .

A fim de utilizarmos mais algumas fung¢oes da HP12c, finalizaremos este estudo

apresentando uma situagao presente no guia do usuério desta calculadora.
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Citamos abaixo o primeiro exemplo do referido manual de uso:

Suponha que vocé queira assegurar que seré possivel pagar a faculdade da sua
filha daqui a 14 anos. Vocé estima que o custo anual serd aproximadamente
R$ 6000 (R$ 500 por més) durante 4 anos. Suponha que ela resgatara R$ 500
de uma caderneta de poupanca no inicio de cada més. Quanto vocé precisaré
depositar nessa conta, quando ela comecar a faculdade, se a conta pagar 6% ao

ano com capitalizagao mensal? (HP, 2004).

A solugao sugerida no guia é a seguinte:

[f]|[CLz] | (limpa dados da memoria);

‘ 4] | ] ‘ [12X] ‘ (calcula e amazena 4.12 = 48 como numero de meses de capitalizagao);

‘ (6] | [g] ‘ [12-+] ‘ (calcula e armazena a taxa de juros mensal 6% /12 = 0,50%);

‘ [5] I [0] ‘ [0] I [PMT] ‘ (armazena 500 no valor do pagamento mensal);

[g] | [7]] (ativa o “modo begin™: [BEG]);

[PV]| (calcula o valor que precisa ser depositado: —21396,61).

Os proximos trés exemplos deste manual seguem levantando outras interessantes
hipoteses relacionadas com este primeiro supracitado. Por esta e outras razoes, como
economia de tempo e dinheiro, vale a pena aproveitar este guia didaticamente para uso
em sala de aula.

A fim de evitar equivocos no futuro, apos os tltimos célculos, teclemos =
[END] para reativar o modo de pagamentos postecipados.

4.2.2 Excel

O Excel é um editor de planilhas eletronicas que permite desde a realizacao de
operagoes aritméticas até a criacao de tabelas “inteligentes”. Sua primeira versao surgiu
em 1985 para o Macintosh OS e, em seguida, foi produzido para o Microsoft Windows. De
l4 para cé, mais de vinte versoes foram criadas, inclusive para dispositivos mdveis como
Android e i0S e para acesso online gratuito (MICROSOFT, 2021).

Utilizaremos aqui a versao 2109 deste software (MICROSOFT, 2016). Porém, o que
for apresentado nesta subsecao serve para outras versoes do Excel. Todas tém as mesmas
ferramentas bésicas e a mesma logica de funcionamento, caracterizada, essencialmente,
por uma grade de células retangulares, onde inserimos e armazenamos dados. Assim,

diremos apenas Excel para nos referirmos a este programa de computador.
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Figura 4.3: Pasta de trabalho em branco do Excel (MICROSOFT, 2016).
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Interface e principais caracteristicas do Excel

Ao abrirmos o Excel, nos deparamos com vérias opg¢oes, entre as quais a ‘“Pasta
de trabalho em branco”. Clicando nela, seré exibida a interface padrao do programa
(figura 4.3), constituida, de cima para baixo, pela “barra de acesso rapido”, pelas “guias
de ferramentas” (“Arquivo”, “Pagina Inicial”, “Inserir”, “Layout da Pagina” , “Formulas”,
etc.), por uma “Faixa de Opgoes” contendo as ferramentas da guia selecionada, seguida de
trés janelas (“Caixa de nome”, “Cancelar, Inserir, Inserir Fun¢ao” e “Barra de formulas”)

e, finalmente, pela “area de trabalho” (grade de células mencionada anteriormente).

Cada célula é dada por um par ordenado, cujo primeiro termo é formado por uma,
duas ou trés letras do nosso alfabeto e o segundo termo é um ntmero natural. As letras
indicam a coluna da célula e o nimero indica sua linha. Temos aqui mais uma opor-
tunidade intradisciplinar, pois o Excel trabalha com um sistema de coordenadas muito

parecido com o do plano cartesiano ou de uma matriz.

Quando uma célula for selecionada, diremos que é uma célula ativa. Ao ser ativada,
a célula fica contornada em negrito. Por exemplo, na figura 4.3, Al esta ativa e estas
coordenadas sao exibidas na “Caixa de nome”. A ativagao da célula pode ocorrer clicando
nela, digitando suas coordenadas na “Caixa de nome” ou deslocando o seletor até ela com
auxilio das teclas Enter, Tab e setas.

Um interessante exercicio de contagem é verificar que, da primeira célula Al até a
tltima XFD1048576 da versao 2109 do Excel (MICROSOFT, 2016), ha 17 179 869 184

células. Afinal, a grade de células corresponde & matriz M = (M) | 0as576x 16384
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Para inserir dados em uma célula ativa, basta digité-los na célula ou na janela “Barra

de formulas”. Esta janela exibe as informacoes contidas na célula ativa.

O “modo original” do Excel apresenta células congruentes e sem bordas, onde os
caracteres sao mostrados na fonte Calibre, tamanho 11, alinhados a esquerda, a virgula
separa a parte inteira da nao inteira de um nimero, entre outras configuracoes de fabrica.
Mas a maioria destas caracteristicas podem ser alteradas com auxilio de ferramentas da
guia “Pagina Inicial”.

Utilizaremos a fonte Avant Garde do I¥TEX para destacar as informagoes das células,
estejam elas explicitas ou implicitas. Por exemplo, na figura 4.3, como A1 esté ativa, para
inserirmos Excell6 nesta célula, basta digitarmos estes sete caracteres e pressionarmos

Enter. Assim, a célula Al exibira Excell6 e, automaticamente, a célula A2 sera ativada.

O Excel possui mais de 400 funcoes que podem ser acessadas pela guia “Férmulas”,
pelo icone f, (“Inserir Funcdo”) ou teclando Shift e F3 simultaneamente. A ferramenta
“Financeira” desta guia oferece 55 fungoes financeiras muito tteis para a MF. Mas menos

de dez delas sao suficientes para resolver a maioria dos problemas analisados até aqui.

A guia “Arquivo” possui alguns tutoriais explicando o funcionamento basico do Ex-
cel, dos quais destacamos o “Bem-vindo ao Excel” e o “Tutorial de férmula”. Muitas
das informagoes apresentadas na préxima subsecao foram obtidas de tutorias como estes.
Eles podem também ser muito tteis do ponto de vista didéatico e econdémico, pois explicam
de modo interativo as principais fung¢oes do Excel e minimizam a necessidade de outros

materiais.

A seguir utilizaremos algumas destas fungoes, focando em construir tabelas. Nestas
construgoes, ficard evidente a capacidade do Excel em reconhecer tendéncias e padroes,

entre varias outras, inclusive a de transformar planilhas em graficos.

Funcionamento basico do Excel

A légica de funcionamento do Excel é similar & da matemaética convencional, o que

pode tornar seu uso mais facil que a HP12c.

J& vimos como ativar e inserir dados em uma célula. A partir daqui, iremos sempre

considerar uma célula ativa e vazia antes de ocupa-la com alguma informagao.

Vejamos primeiro como fazer copias e transferéncias de dados de uma célula para
outra. O genérico “método Ctrl C, Ctrl V” consiste em selecionar uma célula, copié-la
teclando simultaneamente Ctrl e C, selecionar a célula de destino e colar os dados copiados
pressionando as teclas Ctrl e V juntas. Outro modo é o “método de arrasto” que ocorre
selecionando uma célula, clicando na alca que fica no seu canto inferior direito e arrastando
vertical ou horizontalmente. Neste caso, o Excel pode identificar padroes aritméticos nos

dados copiados e colé-los sistematicamente.
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Selecionemos a célula A1, contendo a informagao inserida anteriormente (Excel16).
Se copiarmos e colarmos em A2 pelo “método Ctrl C, Ctrl V”, esta célula mostrara exa-
tamente os mesmos caracteres de Al. Porém, se clicarmos na alca inferior direita de
A1l e arrastarmos para A2, esta exibirda Excell7. Se continuarmos arrastando para A3,
aparecerda Excel18. Isto ocorre porque o Excel reconhece (16, 17, 18, ...) como uma PA
de razao 1. De acordo com Morgado (2005), “o Excel ama Progressoes Aritméticas”.

Todas as formulas no Excel devem ser precedidas do sinal =. Para efetuar somas,
diferencas, produtos, quocientes e poténcias, podemos utilizar, respectivamente, +, -, *,
/e " (simbolos do Excel). Este software também tem fungoes especificas para realizar

alguns calculos aritméticos (ferramenta “Matematica e Trigonometria” de “Formulas”).

Vejamos como construir uma planilha de fluxo de caixa no Excel, como a figura 2.3
da subsecio 2.3.7. O primeiro passo é digitar DATA, DESCRICAQO, VALOR e SALDO
nas células Al, B1, C1 e D1. Em seguida, inserimos as datas das 19 movimentagoes
financeiras na coluna A, suas descri¢oes na coluna B e seus valores relativos na coluna
C. Depois digitamos =C2 em D2 para que o valor do saldo anterior seja o mesmo desta
célula. Formulamos entdao =D2 + C3 em D3, clicamos no canto inferior direito desta célula
e arrastamos até D20. Assim, a férmula é copiada sistematicamente, automatizando a
soma do saldo anterior com a tltima entrada ou saida de dinheiro. O Excel interpreta
os numeros das linhas das células adicionadas como progressoes aritméticas de razao 1,
levando =D3 + C4 para D4, =D4 + C5 para D5, =D5 + C6 para D6, assim sucessivamente.

Para finalizar a construcao, falta redimensionar células, acrescentar bordas e colocar
os valores monetarios em reais. Para isto, selecionamos toda a planilha, alteramos a
“Largura da coluna” para 15 (item da ferramenta “Formatar”) e substituimos a op¢ao
“Sem borda” por “Todas as bordas”. Depois, selecionamos de C2 a D20 e clicamos em

“Formato de Numero de Contabilizacao” (icone da ferramenta “Numero”).

Os trés ajustes do ultimo paragrafo sao apenas os mais utilizados. Eles fazem parte
da “Pagina Inicial”. Esta mesma guia contém varios outros recursos para reformatar
células. Por exemplo, podemos contornar uma célula com linhas mais espessas, colorir

seu interior, grafar caracteres em negrito e centralizados etc.

No exemplo anterior, podemos inserir =SOMA(C2:C20) em uma célula vazia para
calcular a soma de todas as receitas e despesas (da célula C2 até a C20). O resultado

coincide com o ultimo saldo presente na célula D20.

Calculemos agora o saldo apos 3 meses da aplicagao de 100 reais a 10% ao més, no
regime de juros compostos. Devido ao T-2.1, podemos inserir =100*(1 + 10%)"3 em

uma célula vazia e teclar Enter. Esta célula exibira o resultado 133,1.

Entre as fungoes financeiras do Excel, destacaremos as que correspondem as fungoes
.| PV]], |[n], |[i]] ¢ |[PMT| da calculadora HP12c.

[FV]
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Estas fun¢oes do Excel sao dadas por formulas, estruturadas nos seguintes formatos:

=VF(taxa; nper; pgto; vp; 1ipo) (fungao “VE”: valor futuro);
=VP(taxa; nper; pgto; vf; tipo) (fungao “VP”: valor presente);
=NPER(taxa; pgto; vp; Vf; 1ipo) (fungao “NPER”: ntimero de periodos);
=TAXA(nper; pgto; vp; Vf; tipo) (funcao “TAXA”: taxa efetiva de juros);

=PGTO(taxa; nper; vp; Vf; tipo) (fun¢ao “PGTO”: valor do pagamento periodico).

Apos inserirmos as formulas acima corretamente no Excel, pressionamos Enter para
que calculem os respectivos valores. A primeira observacao neste contexto é que o Excel

utiliza uma convengao de sinais para valores monetarios semelhante a HP12c.

Cada uma destas sentencas tem cinco parametros, porém basta informar trés deles.
Por exemplo, “VF” calcula o valor futuro a partir da taxa, do nper e do pgto ou a partir
da taxa, do nper e do vp.

O valor que for omitido na féormula de uma fungao do Excel é considerado nulo.

O ultimo parametro nas formulas anteriores ¢é tip0O. Ele corresponde ao vencimento
do pagamento, que pode ser postecipado ou antecipado. O primeiro caso ¢ indicado pelo
nimero 0, ou seja, basta omiti-lo para o Excel adotar a postecipagao de pagamentos. Na

antecipacao de pagamentos, devemos inserir 1 no tipo.

Observemos que os tipos O e 1 do Excel correspondem, respectivamente, ao “modo
end” a ao “modo begin” da HP12c.

Podemos chegar ao mesmo valor resultante da formula =100*(T + 10%)"3 por meio
de =VF(10%; 3; ; -100). Este célculo do Excel corresponde ao montante M (1005 10%; 3)
da aplicacao de R$ 100, a 10% ao ano, apos 3 anos.

Como utilizamos desta vez uma funcao financeira, o Excel retorna RS 133,10, ja

com a notagao em reais.

Ressaltamos que o sinal negativo foi atribuido ao 100 para indicar uma despesa. Se
omitissemos este sinal, o Excel retornaria -RS 133,10. Neste caso, os 100 reais seriam

uma quantia tomada emprestada e o resultado seria o desembolso para quitar a divida.

O simbolo RS, a aproximacao com duas casas decimais, o sinal negativo e a cor
vermelha para todo valor com este sinal sao aspectos estabelecidos automaticamente pelo
Excel, devido a funcao financeira utilizada. Isto pode ser modificado com a ferramenta

“Formatar células”, acessivel, por exemplo, pelo botao direito do mouse.

Note ainda que omitimos o PQto na tltima férmula porque nao existem pagamentos
periddicos na situagao analisada.
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Vejamos também como calcular o valor presente, o niimero de anos e a taxa de juro

anual a partir do conhecimento das outras variaveis.

A formula =VP(10%; 3; ; 133,10) calcula o valor presente —R$ 100 a partir da taxa
anual de 10%, do prazo de 3 anos e do valor futuro R$ 133,10.

A formula =NPER(10%; ; -100; 133,10) calcula o prazo de 3 anos a partir da taxa
anual de 10%, do valor presente —R$ 100 e do valor futuro R$ 133,10.

A formula =TAXA(; ; -100; 133,10) calcula a taxa de 10% ao ano a partir do prazo
de 3 anos, do valor presente —R$ 100 e do valor futuro R$ 133,10.

Retomemos a tabela da figura 2.4 (subsegao 2.4.1), que retrata a evolu¢ao de 100
reais, a 10% ao ano, no regime de juros compostos e no regime de juros simples. A figura
2.4 exibe apenas os montantes até o terceiro ano. Mostraremos como construi-la no Excel
com montantes até 14 anos (ou mais), de duas maneiras. Em ambas, comegamos inserindo
Ano, JC (para denotar montantes anuais a juros compostos), JS (para denotar montantes

anuais a juros simples) e o nimero O nas células A1, B1, C1 e A2, respectivamente.

No primeiro modo, inserimos 1 em A3 e 100 em B2 e C2. Depois formulamos
=B2*1,1 em B3 e =C2 + 10 em C3. Para recriarmos a tabela da Figura 2.4, obtendo
montantes por recorréncia (do mesmo modo que fizemos naquela ocasido), selecionamos
A3, B3 e C3, clicamos no canto inferior direito da selecao e arrastamos até a linha 5. O
Excel copiara sistematicamente e fornecera os resultados para cada ano. A extensao da

tabela com montantes até o 142 ano é feita continuando o arrasto até a linha 16.

Nesta transferéncia de dados pelo método de arrasto, Excel interpreta os valores das
células A3, A4, A5, ..., A16 como uma PA de razao 1, iniciada pelo 1 inserido em A3.

Com a mesma logica, o Excel faz variar o caractere 2 indicativo da linha em =B2*1,1 e

em =C2 + 10.

O Excel retornara valores com quantidades variadas de casas decimais, mas isto

pode ser reconfigurado pelo ja mencionado “Formato de Numero de Contabilizagao”.

No segundo modo, iremos refazer essa tabela ampliando a sua aplicabilidade. Para
tal, fixaremos duas células para insercao do capital inicial e da taxa de juro anual e

modificaremos as férmulas, conforme o proximo paragrafo.

Sejam F1 e F2 as células onde serao inseridos o capital e a taxa. Indicaremos isto,
digitando Capital: em E1 e Taxa: em E2. Inserimos entao =SFS1*(1 + SFS2)"A2 em
B2 e =SFS1*(1 + SFS2*A2) em C2 (acrescentamos $ para fixar coluna e linha). Depois,
basta copiar A2, B2 e C2 para as dez linhas seguintes, selecionando estas trés células,

clicando no canto inferior direito da selecao e arrastando para baixo até a linha 12.

Como F1 e F2 estao vazias, o Excel nao exibird montantes. Podemos obter qualquer
sequéncia de 10 montantes a partir do capital e da taxa que inserirmos nestas células.

Para obtermos a mesma a tabela anterior, basta registrarmos 100 em F1 e 10% em F2.
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O Excel dispoe de recursos que permitem converter imediatamente uma tabela como
a que acabamos de construir na sua representacao grafica. Para obter os subconjuntos da
curva exponencial M(n) = 100.(1 + 10%)" e da reta Mg (n) = 100.(1 + 10%.n), onde n
¢ um prazo nao negativo, que representam graficamente a evolucao de R$ 100 a 10% ao
ano, nos dois regimes de capitalizagao, basta selecionar a tabela anterior (de Al até C12)
e clicar na opgao “Dispersao com linhas suaves e marcadores” pertencente & ferramenta

“Inserir Grafico de Dispersao (X, Y) ou de Bolha” do grupo “Graficos”, na guia “Inserir”.

A figura 4.4 mostra a planilha, cuja construgao foi anteriormente descrita, e o seu

grafico obtido conforme o ultmo paragrafo.

Figura 4.4: Evolucao de 100 reais & 10% ao ano em juros compostos e simples, no Excel.

B C E F G H [
1 [Ano 1C 15 Capital: RS 100,00
2| 0 RS 100,00 | RS 100,00 Taxa: 10%
31 RS 110,00 RS 110,00 o O o]
4| 2 RS 121,00 RS 120,00 Titulo do Grafico
5| 3 RS 133,10 RS 130,00 RS 400,00
6| 4 RS 146,41 RS 140,00 RS 350,00
7|5 RS 161,05 RS 150,00 RS 300,00
8|6 RS 177,16 = RS 160,00 -
RS 250,00
g | 7 RS 194,87 RS 170,00
10| 8 RS 214,36 RS 180,00 () R 200,00 0
1| 9 RS 235,73 RS 190,00 RS 150,00
12| 10 RS 259,37 RS 200,00 RS 100,00
13| 11 RS 285,31 RS 210,00 RS 50,00
14| 12 RS 313,84 RS 220,00 RS -
15| 13 RS 345,23 RS 230,00 0 2 4 g 8 o 12 14 16
16| 14 RS 379,75 | RS 240,00 e IC —a—]5
17 o 0 0

Observamos que o Excel, assim como a HP12c¢, opera internamente com uma precisao
muito maior do que a das duas casas decimais exibidas. Logo, alguns resultados que
obtemos sem utilizar tais recursos podem ser um pouco diferentes dos que aparecem
neste capitulo. Por exemplo, sabe-se que M (100;10%;12).(1,1) = M (100;10%; 13), isto
é, inserindo =B14*(1,1) numa célula vazia, obtém-se o valor da célula B15; entretanto,
(313,84).(1,1) = 345,224 = 345,22 e este valor difere dos 345,23 mostrados na planilha

acima.

Isto também seré evidenciado a seguir, por meio da figura 4.6, que elimina um erro

de aproximacao ocorrido na construcao da figura 3.9.

As duas proximas planilhas se referem ao empréstimo de R$ 30000,00, a taxa de
juro de 10% ao ano, pago em 4 anuidades, no SAC (figura 4.4) e no SFA (figura 4.5). Elas

sao reproducoes no Excel das tabelas apresentadas nas figuras 3.8 e 3.9 do capitulo 3.
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Figura 4.5: Planilha Excel correspondente a figura 3.8: Exemplo de Tabela SAC.

A B c D E F G
1 |Dados iniciais: i=10% n=4 So= RS 30.000,00
2

3 |Tabela SAC k Sk A, 3 P,

4 0 R$ 30.000,00 | RS - |Rrs - |rs -
5 |Sistema de 1 R$ 22.500,00 | R$ 7.500,00 | R$ 3.000,00 | R$ 10.500,00
6 |Amortizacdes 2 R$ 15.000,00 | R$ 7.500,00 | R$ 2.250,00 | R$ 9.750,00
7 |Constantes 3 R$ 7.500,00 | R$ 7.500,00 | R$ 1.500,00 | R$ 9.000,00
8 4 RS - | RS 7.500,00 | R$ 750,00 | R$ 8.250,00

Figura 4.6: Planilha Excel correspondente & figura 3.9: Exemplo de Tabela SFA.

A B c D E F G
1 |Dados iniciais: i=10% n=4 So= RS 3o.ooo,oo|
2

3 |Tabela SFA k Sk A, e P

4 0 R$ 30.000,00 | RS - |Rrs - |rs -

5 |Sistema 1 R$ 23.535,88 | RS 6.464,12 | R$ 3.000,00 | R$ 9.464,12
6 |Francés de 2 RS 16.425,34 | R$ 7.110,54 | RS 2.353,59 [ R$ 9.464,12
7 |Amortizacdes 3 R$ 8.603,75 | R$ 7.821,59 | R$ 1.642,53 | R$ 9.464,12
8 4 RS - | RS 8.603,75 | RS 860,37 | R$ 9.464,12

Descreveremos a seguir como estas planilhas foram construidas.

Em ambas, comecamos alargando as colunas para 13 e escrevendo Dados iniciais:
em Al, i=em Bl, 10% em C1, n=em D1, 4 em E1, §g = em F1, 30000 em G1. Afim
de evitar problemas com falta de espaco, redimensionamos da coluna A até a G para
13, pela opcao “Largura da Coluna” acessada pelo botao direito do mouse apos feita a
selecao das colunas. Em seguida, intitulamos a planilha em A3, A5, A6 e A7 e inserimos
k em C3, Sx em D3, Ax em E3, Jyx em F3 e P em G3. Para finalizar esta parte comum,
registramos O em C4, E4, F4 e G4, 1 em C5 e formulamos =G1 em D4, =SD4 - SE5 em
D5 e =8CS$1*SD4 em F5.

O que distingue a Tabela SAC (figura 4.5) da Tabela SFA (figura 4.6) sao as formu-
lacoes das células E5 e G5. Na primeira, inserimos =SGS$1/SEST em E5 e =SE5 + SF5 em
G5. Na segunda, inserimos =$G5 - SF5 em E5 e =-PGTO(SCS1; SES1; SGS1) em G5.

Dai, em cada planilha, replicamos C5, D5, E5, F5 e G5 pelo “método de arrasto”

para as células abaixo, nas linhas 2, 3 e 4.

Utilizamos novamente “Formato de nimero de contabilizagao” em G1 e de D4 até

G8. Além disto, aumentamos e negritamos algumas fontes, realinhamos textos e espessa-
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mos alguns contornos por meio da opcao “Borda” em “Formatar células”. Estas e outras

ferramentas estéticas fazem parte da guia “Pagina Inicial”.

As duas ultimas planilhas, podem servir de modelo para a obtencao de quaisquer
outras tabelas SAC e SFA. Para tal, basta alterar os dados iniciais na linha 1. Caso o
numero de pagamentos seja n # 4, em vez de replicarmos C5, D5, E5, F5 e G5 até a linha
4, utilizamos o mesmo método de arrasto para copiar e colar as formulas destas cinco

células até a linha n.

Retomemos agora o exemplo 3.5, no qual é realizado um empréstimo de 30000
reais & 0,8% ao meés, para investir em um projeto que rende 1000 reais por més durante
48 meses. Nosso objetivo é utilizar o Excel para calcular a TIR, o VPL e o PBD
deste investimento e refazer no Excel a representacao tabular deste fluxo de caixa, que

esbogamos anteriormente na figura 3.11.

Como, em particular, temos uma sequéncia de pagamentos constantes, entao po-
demos calcular TIR e VPL do investimento sem a sua planilha de fluxo de caixa. As
formulas =TAXA(48; 1000; -30000) e =-VP(0.8%; 48; 1000) - 30000 calculam a TR =
2,11% ao més e o VPL = R$ 9728,39, respectivamente.

Na convencao exponencial da capitalizacao composta, o PBD = 34,44 meses ¢

calculado imediatamente por =NPER(0,8%; 1000; -30000).

Se os pagamentos nao fossem constantes, nao seria possivel calcular TI R, V PL nem

PBD utilizando as fungoes anteriores. Neste caso, a planilha Excel seria imprescindivel.

Para construir esta planilha, inserimos K, FCy, VP(FCy ; 0,8%). k, VPL, de Al até
D1, nesta ordem. Seguimos inserindo O em A2, -30000 em B2, C2 e D2, 1 em A3, 2 em
A4, 1000 em B3 e B4. Depois formulamos =B3/(1 + 0,8%)*A3 em C3, =D2 + C3 em
D3, =B4/(1 + 0,8%)"A4 em C4 e =D3 + C4 em D4. Finalmente, selecionamos as linhas

3 e 4 e arrastamos até a linha 50.

Apos isto, aplicamos outra vez “Formato de niimero de contabilizagao” e deixamos

alguns contornos mais espessos. O resultado esta na figura 4.7.

As férmulas que calculam a TIR e o V PL sao =TIR(B2:B50) e =VPL(0,8%; B3:B50)
- 30000. Na primeira, B2:B50 ¢é a selecao da célula B2 até a B50, ou seja, todos os fluxos

de caixa. Na segunda, B3:B50 exclui apenas o fluxo de caixa inicial da sel¢cao anterior.

Na planilha, o PBD ¢ facilmente identificado entre o 34° e 0 352 més. Considerando
a capitalizagdo mista, calculamos o PBD = 34,44 pela formula =34 - D36/C37.
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Figura 4.7: Planilha Excel do fluxo de caixa do investimento do

[C=T == R B = B B e R S

i LT T T T T T T B T T e
n::ugfolf.lgEﬁﬁﬁﬁ"n::uhu:ocua.]cnm.p-wm-nn::unonﬂqcnm.p-wm_nc:u:chnm.p-wm_ng

exemplo 3.5.

A B C D
k FC, VP(FC,; 0,8%) VPL,

] -RS 30.000,00 -RS 30.000,00 -RS 30.000,00
1 RS  1.000,00 RS 992,06 -RS 29.007,94
2 RS  1.000,00 RS 984,19 -RS 28.023,75
3 RS  1.000,00 RS 976,38 -RS 27.047,37
4 RS  1.000,00 RS 968,63 -RS 26.078,74
5 RS  1.000,00 RS 960,94 -RS 25.117,80
6 RS  1.000,00 RS 953,32 -RS 24.164,48
7 RS  1.000,00 RS 945,75 -RS 23.218,73
8 RS  1.000,00 RS 938,24 -RS 22.280,49
9 RS  1.000,00 RS 930,80 -RS$ 21.349,69
10 RS  1.000,00 RS 923,41 -RS 20.426,28
11 RS  1.000,00 RS 916,08 -RS 19.510,20
12 RS  1.000,00 RS 908,81 -RS 18.601,39
13 RS  1.000,00 RS 901,60 -RS 17.699,79
14 RS  1.000,00 RS 834,44 -RS 16.805,34
15 RS  1.000,00 RS 887,34 -RS 15.918,00
16 RS  1.000,00 RS 880,30 -RS 15.037,70
17 RS  1.000,00 RS 873,32 -RS 14.164,38
18 RS  1.000,00 RS 866,38 -RS  13.298,00
19 RS  1.000,00 RS 859,51 -RS 12.438.49
20 RS  1.000,00 RS 852,69 -RS 11.585,81
21 RS  1.000,00 RS 845,92 -RS 10.739,89
22 RS  1.000,00 RS 839,21 -RS  9.900,68
23 RS  1.000,00 RS 832,55 -RS  9.0688,14
24 RS  1.000,00 RS 825,94 -RS  8.242,20
25 RS  1.000,00 RS 819,38 -RS  7.422,82
26 RS  1.000,00 RS 812,88 -RS  6.609,94
27 RS  1.000,00 RS 806,43 -RS  5.803,51
28 RS  1.000,00 RS 800,03 -RS  5.003,48
29 RS  1.000,00 RS 793,68 -RS  4.209,80
30 RS  1.000,00 RS 787,38 -RS  3.422.42
EX RS  1.000,00 RS 781,13 -RS  2.641,29
32 RS  1.000,00 RS 774,93 -RS  1.866,36
33 RS  1.000,00 RS 768,78 -RS  1.097,58
31 RS  1.000,00 RS 762,68 -RS 334,90
35 RS  1.000,00 RS 756,63 RS 421,72
36 RS  1.000,00 RS 750,62 RS 1.172,35
37 RS  1.000,00 RS 744,66 RS 191701
a8 RS  1.000,00 RS 738,75 RS  2.655,76
39 RS  1.000,00 RS 732,89 RS 3.388,65
40 RS  1.000,00 RS 727,07 RS  4.115,73
41 RS  1.000,00 RS 721,30 RS  4.837,03
42 RS  1.000,00 RS 715,58 RS  5.552,61
43 RS  1.000,00 RS 709,90 RS 6.262,51
44 RS  1.000,00 RS 704,27 RS 6.966,78
45 RS  1.000,00 RS 698,68 RS  7.6685,45
46 RS  1.000,00 RS 693,13 RS  8.358,59
47 RS  1.000,00 RS 687,63 RS 9.045,22
48 RS  1.000,00 RS 682,17 RS  9.728,39
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4.3 Outros recursos tecnolégicos para a MF

A HP12c e o Excel s@ao os recursos tecnologicos mais utilizados por profissionais
que lidam diariamente com a MF, como contadores, economistas, investidores, atuarios,
banqueiros e gestores financeiros em geral, mas existem muitos outros. Como exemplos de
calculadoras financeiras, além da HP12c e seus simuladores online citados anteriormente,
podemos mencionar a Fc-100v e Fc-200v da CASIO, a FN 12000C da Procalc e a EL-
738FB da Sharp. Entre as planilhas eletronicas andlogas ao Excel, destacamos algumas

gratuitas, como o programa Calc do BrOffice e o programa Gnumeric do projeto GNOME.

A fim de auxiliar o professor em um curso de MF, recomendamos também recursos
audiovisuais disponiveis gratuitamente na internet. Entre eles, videos do IMPA previ-
amente citados, como o do professor Morgado (PAPMEM, 2015), alguns da disciplina
“Matematica Discreta” do PROFMAT (CARVALHO, [201-]) e um material da OBMEP
(CARVALHO, [20--]). Além destes, sugerimos videos da TV Escola como “Mateméatica
em toda parte: matematica nas financas” (MATEMATICA, 2009), da colecio “Matema-
tica Multimidia” que tratam de MF (UNICAMP, 2021) e os videos de MF da disciplina
“Modelagem de Risco em Financas e Atuaria” da USP - “Aula 17 até “Aula 10" (ARAUJO,
2012).

As duas primeiras referéncias do paragrafo acima sao mais indicadas para o professor
preparar suas aulas de MF, podendo, porém, ter partes exibidas em turmas de Ensino
Meédio. As outras constituem videos proprios para exibi¢ao em sala de aula neste nivel de

ensino.
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A BNCC estabelece que, no Ensino Médio, a area de “Matemaética e suas Tecno-
logias” deve aproveitar os conhecimentos construidos no Ensino Fundamental, a fim de

amplid-los e aprofunda-los.

Isso significa que novos conhecimentos especificos devem estimular processos
mais elaborados de reflexao e de abstracao, que deem sustentacdo a modos de
pensar que permitam aos estudantes formular e resolver problemas em diversos
contextos com mais autonomia e recursos matematicos. Para que esses propo-
sitos se concretizem nessa area, os estudantes devem desenvolver habilidades
relativas aos processos de investigagao, de construcao de modelos e
de resolugao de problemas. Para tanto, eles devem mobilizar seu modo
proprio de raciocinar, representar, comunicar, argumentar e, com base em dis-
cussoes e validagoes conjuntas, aprender conceitos e desenvolver representagoes
e procedimentos cada vez mais sofisticados (BRASIL, 2018).

Recomenda-se, portanto, que toda formalizacao de conceitos seja contextualizada
por atividades motivadoras. Este capitulo sera dedicado a elas. Apresentaremos nele
algumas alternativas didaticas para a abordagem da MF no Ensino Médio, por meio de

atividades cuidadosamente elaboradas a partir do que foi visto nos capitulos anteriores.

Nosso objetivo aqui é buscar o desenvolvimento das habilidades estabelecidas pela
BNCC, que enunciamos na introducao deste trabalho, e outras habilidades como resolver
problemas aplicando conhecimentos sobre capitalizagao mista, viabilidade de operagoes

financeiras e sistemas de amortizagoes.

Distribuimos as atividades em secoes e suas solugoes nas respectivas subsegoes.
Apresentamos diferentes possibilidades resolutivas (aritméticas, algébricas e tecnolégicas),

de modo que a mesma atividade possa ser trabalhada em variados contextos.

Com algumas adaptacoes, as atividades podem ser desenvolvidas individualmente

ou em grupo, presencialmente ou a distancia, em uma ou em mais aulas.
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5.1 Primeira atividade: A.1

A linguagem técnica da MF nao consta no enunciado abaixo, porque esta primeira
atividade foi pensada para introduzir e motivar o estudo da MF. Entretanto, recomenda-
mos que ela seja retomada, conforme os conhecimentos da MF forem sendo trabalhados.

Nas solugoes desta atividade, veremos que ela abrange quase todos os assuntos da MF.

5.1.1 Enunciado da primeira atividade

A.1 Uma colegao de livros que custa R$ 300,00, pode ser paga de dois modos:

Opcao I: A vista com 10% de desconto.

Opcao II: A prazo, em trés prestacoes mensais de R$ 100,00, sem entrada.

Supondo que vocé necessite adquirir estes livros urgentemente e disponha de mil
reais numa aplicacao financeira que rende 1% ao més, qual das duas opcoes de pagamento

lhe é, financeiramente, mais vantajosa?

5.1.2 Solucoes da primeira atividade

A principio, esta atividade sera resolvida no contexto introdutério da MF, utilizando
apenas conhecimentos basicos de matematica e a ideia essencial da MF que atrela o valor
do dinheiro ao tempo. Posteriormente, serao apresentadas alternativas para agilizar a

resolucao do problema, aplicando conceitos e resultados da MF pertinentes ao capitulo 2.

Também mostraremos solugoes com a HP12c¢ e o Excel e aproveitaremos para co-

nectar esta atividade com assuntos trabalhados no capitulo 3.

Antes de tudo é preciso observar o equivoco que seria considerar a opc¢ao I mais
vantajosa que a II pelo simples fato de termos R$ 270,00 < R$ 300,00. Esta comparagao

infringe os “mandamentos” da MF citados na secao 2.2.
12 solugao para A.1

Nesta solugao inicial, iremos comparar os saldos decorrentes das duas opgoes de

pagamento. O objetivo é explorar a esséncia da MF, em meio a revisao de pré-requisitos.

A recorréncia para a obtengao destes saldos esta detalhada na tabela a seguir (figura
5.1), cuja primeira coluna contém nuameros de meses completos, na segunda estao os saldos

em reais decorrentes da opcao I e na terceira, os saldos decorrentes da opcao II.
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Figura 5.1: Tabela comparativa das duas opg¢oes de pagamento na atividade A.1.

Meés ‘ Saldo na Opcao I Saldo na Opcao II
0 1000 — [300 — (10%).300] = 730,00 1000,00
1 730,00 + (1%).730,00 = 737,30 | 1000,00 + (1%).1000,00 — 100,00 = 910,00
2 737,30 + (1%).737,30 = 744,67 910,00 + (1%).910,00 — 100,00 = 819,10
3 TA467 + (1%).744,67 = 752,12 819,10 + (1%).819,10 — 100,00 = 727,29

Desta tabela, conclui-se imediatamente que a opc¢ao I é mais vantajosa porque acar-

reta saldo final maior que o da opgao II.

As expressoes aritméticas da figura 5.1 evidenciam célculos que podem ser efetuados
mentalmente, a partir de conhecimentos elementares como 1% = 1/100 e 10% = 1/10.
Por exemplo, é facil mentalizar 730,00 + (1%).730,00 = 730,00 + 7,30 = 737,30.

Podemos simplificar 730,00 + (1%).730,00 = 730.(1,01), o que pode dificultar cél-
culos mentais, mas facilita calculos eletronicos. Além disto, as expressoes reduzidas sao

importantes para outras analises, como as que faremos na 22 solucao.

Os resultados mostrados na figura 5.1 podem ser obtidos numa planilha do Excel.
Para tal, inserimos os cabecalhos da primeira linha desta figura nas células A1, Bl e C1,
fixamos O em A2, =1000 - (300 - 10%*300) em B2, 1000 em C2 e 1 em A3, formulamos
=B2*1,01 em B3 e =C2*1,01 - 100 em C3 e arrastamos a linha 3 para as linhas 4 e 5.

Inicialmente, o Excel exibira os resultados como na figura 5.2.

Figura 5.2: Tabela 5.1 refeita no Excel.

A B C
1 Més Saldo na Opcao | Saldo na Opcgao I
2 0 730 1000
3 1 737,3 910
4 2 744,673 819,1
5 3 752,11973 727,291

nforme vimos no Capitu em ar os valores monetari a planilha
Confo os no Capitulo 4, podemos colocar os valores monetarios da planilh

acima com “R$” e aproximados com duas casas decimais utilizando a fun¢ao “Formato
de Numero de Contabilizacao”. Mas preferimos nao aproximar para mostrar os valores

exatos calculados no Excel.

No contexto da capitalizacdo composta, as formulas =B2*1,01 ¢ =C2*1,01 - 100
podem ser substituidas por =VF(1%; A3; ; -730) ¢ =VF(1%; 1; ; -C2) - 100, respectiva-
mente. Os mesmos resultados também podem ser calculados na HP12¢, mas deixaremos

para trabalhar com ela na préxima solucao.
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22 golugao para A.1l

Nesta solucao, usaremos a ideia béasica da MF de deslocar valores monetarios no
tempo, com auxilio de diagramas de fluxo de caixa e conhecimentos sobre PG. O prin-
cipal objetivo é buscar o caminho mais rapido para resolver a questao, sem fazer uso da

recorréncia que vimos na 1# solugao.

Primeiramente, notemos que uma quantia ¢ & 1% ao més torna-se ¢ + (1%).¢ no
més seguinte, isto é, ¢.(1,01). Dai, concluimos que (1,01) é o fator de capitalizagdo que
permite deslocar ¢ para 1 més no futuro. Assim, C vale C'.(1,01) no més seguinte; C'.(1,01)
vale C'.(1,01).(1,01) no més seguinte; C'.(1,01).(1,01) vale C.(1,01).(1,01).(1,01) no més

seguinte. Logo, C vale C.(1,01)" ap6s n meses - ao menos para n € {1;2;3}.

Temos ai a ideia embrionéria do conceito de juros compostos, formalizado no Ca-
pitulo 2. Porém, nesta 22 solucao de A.1, nao empregaremos explicitamente a féormula

M(n) = C.(1+4)™ do T-2.1. A intenc¢ao aqui ¢ introduzir o raciocinio que leva a ela.

Esbocemos os diagramas de fluxo de caixa referentes as duas opg¢oes de pagamento.

Figura 5.3: Fluxo de caixa da opcao I: pagamento tnico de R$ 270,00 a vista.

1000

AN

(0) ) 2) (3)

Figura 5.4: Fluxo de caixa da opgao II: 3 prestagoes postecipadas de R$ 100,00.

1000
(1) ()

(0) (1) (2) (3)
100 100 100

Deslocando as despesas para o terceiro més em cada opgao de pagamento, temos:

(I) 270.(1,01)% = 278, 18 (despesa da opgao I no 3° més);

(IT) 100.(1,01)% + 100.(1,01) + 100 = 303,01 (despesa da opgao II no 3° més).
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Fizemos as contas com valores monetarios absolutos, mas sabemos que eles repre-
sentam saidas de caixa. Logo, o menor gasto ocorre na opc¢ao I, que é, portanto, mais

vantajosa que a opgao II.

Para obtermos as despesas anteriores pela HP12c, basta teclarmos as seguintes

sequéncias:

(I) |[f]|[CLa]| (limpa registros anteriores);

[3] | [n] | (registra o prazo de 3 meses);

[1]|[i]]| (registra a taxa de 1% ao més);

2]

=

—_

0] ‘ [PV] ‘ (registra o valor presente 270);

[FV]| (calcula o valor futuro de 270 apds 3 meses: —278,18).

—~
—
—

~—

[f]|[CLx]| (limpa registros anteriores);

[3] | [n] | (registra o prazo de 3 meses);

]| (registra a taxa de 1% ao més);

H
o

=)
E

‘ [PMT)] ‘ (registra o valor 100 dos pagamentos mensais);

calcula o valor futuro dos 3 pagamentos postecipados no 32 meés: —303,01).

—~

Podemos obter os mesmos resultados no Excel, utilizando a fungao “VE™

(I) =VF(1%; 3; ; 270) (resultado: —R$ 278,18);

(IT) =VF(1%; 3; 100) (resultado: —R$ 303,01).

Como era de se esperar, a HP12c e o Excel retornam automaticamente valores ne-
gativos porque entramos com valores positivos. Explicamos no Capitulo 4 como funciona

a convencao de sinais destes recursos tecnologicos.

Vale ressaltar que, conforme explicamos no Capitulo 4, os registros da HP12c¢ nao
apagam automaticamente. Entao, todos os ultimos dados inseridos na maquina perma-
necem nela (inclusive se a desligarmos e religarmos). Logo, para obtermos —303,01 apos
calcularmos —270,18 na solugao anterior, poderiamos nao apagar a memoria, substituir o
valor presente por 0, registrar 100 no valor dos pagamentos e calcular o valor futuro, ou
seja, teclamos | [0] [ [PV] || [1]|[0] | [o] | PMT] || [FV] .

Interessante notar que R$ 1000,00 na aplicacao rendendo 1% ao més seriam trans-

formados, apos 3 meses, em 1000.(1,01)3 = 1030, 30. Dai, encontramos os mesmos saldos
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que tinhamos achado na 2# solugao: Si(3) = 1030, 30 — 278,18 = 752, 12 (saldo do 3° més
na opgao I) e Spp(3) = 1030,30 — 303,01 = 727,29 (saldo do 3° més na opgao II).

Para obter S1(3) = 752,12 na HP12c, basta substituir o valor presente por 730, pois
o saldo do 32 més é o valor futuro de 1000 — 270 = 730, e, obviamente, os pagamentos
por 0. Isto ¢ feito teclando |[7]][3][[0] | [PV] || [0] | [PMT] || [FV]|.

Dai, teclamos | [1][[0]|[0]|[0] | [CHS] | [PV]] | [1]|[0] (0] | [PMT] | | [FV]| para obter
Si(3) = 727, 29.

No Excel, obtemos Si(3) = 752,12 com a formula =VF(1%; 3; ; 730), e obtemos
S1(3) = 727,29 com a formula =VF(1%; 3; 100; -1000).

32 solugao para A.1

Esta 32 solucao é apenas uma variacao da 22. Em vez de levarmos valores para o
futuro (més 3) com o fator de capitaliza¢ao mensal (1,01), os deslocaremos para o presente
(més 0) com o fator de descapitaliza¢ido mensal 1/(1,01). Observando novamente as figuras

5.3 e 5.4, temos os seguintes valores presentes das despesas:

(I) VP; = 270 (valor presente da despesa na op¢ao I, pois 270 ja esta no més 0);
(1) VP = 100/(1,01) + 100/(1,01)% 4+ 100/(1,01)® = 294,10 (valor presente das 3
despesas de 100 na opgao II).

Dai, concluimos que a opcao I é mais vantajosa porque acarreta a menor despesa.

Para calcularmos —294,10 na HP12c, basta teclarmos:

[£]][cra]| | (3] | ]| | (1| [1]] | (2] (0] | (0] | P™r] | | [PV

No Excel, obtemos o mesmo resultado pela formula =VP(1%; 3; 100).

Notemos ainda que:

(I) S1(0) = 1000 — VPy = 730 (saldo da op¢ao I no més 0);

(IT) Sp1(0) = 1000 — VP = 705,90 (saldo da opgao II no més 0);

Na HP12¢, podemos obter Sy(0) = 705,90 acrescentando |[1]|[0]|[0][[0] | [+]] &

altima sequéncia resolutiva.

No Excel, obtemos Sj;(0) = 705,90 adicionando 1000 & tultima formula, isto é,
=VP(1%; 3; 100) + 1000.

Retomaremos esta abordagem nas observacoes finais para A.1, contextualizando o

altimo resultado com o conceito de V PL.
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42 solucao para A.1

Veremos agora como resolver esta questao no contexto do Capitulo 3.

O parcelamento da opcao II nada mais é do que um empréstimo no SFA e o seu
custo é o que definimos como TITR. Assim, vocé s6 deve optar pela compra parcelada se
a referida TTR for menor que a rentabilidade mensal de 1% da sua aplicacao, que atua

como taxa méaxima de atratividade (T M A).

Esta 42 solucao é, portanto, recomendada para introduzir o estudo da viabilidade

de operacoes financeiras e de sistemas de amortizagoes.

Primeiramente, é pertinente realizar um breve debate sobre antncios enganosos
de vendas a prazo sem juros, quando é dado desconto a vista. No enunciado de A.1,
nao foi mencionado que o parcelamento seria sem juros, pois, de fato, nao é, conforme

verificaremos a seguir.

Notemos que existe uma taxa de juros embutida na opcao II. Ela deve fazer com
que os valores absolutos & vista e a prazo se equivalham numa mesma data. Esta taxa

representa o custo (T'/R) do parcelamento.

Interpretemos entao o problema como sendo o empréstimo de 270 reais a taxa mensal

TIR, com quitagao em 3 pagamentos mensais postecipados de 100 reais.

Figura 5.5: Fluxo de caixa do empréstimo de R$ 270 pago em 3 mensalidades de R$ 100.

270
02—
100 100 100

Assim, temos 270.(1 +TIR)?> = 100.(1 + TIR)? + 100.(1 + TIR) + 100 no terceiro
meés. Dai, chegamos em 27.(TTR)? + 71.(TIR)? + 51.(TIR) = 3.

Como 27.(0,1)3 + 71.(0,1)* + 51.(0,1) = 0,027 + 0,71 + 5,1 = 12,227 > 3 e como
27.(0,01)3 +71.(0,01)% +51.(0,01) = 0,000027 +0,0071 + 0,51 = 0,517127 < 3, entdo, pela
regra dos sinais de Descartes, 0,01 < TIR < 0,1, ou seja, 1% < TIR < 10%.

O refinamento desta aproximagao é desnecessario aqui, pois, como ja obtivemos

TIR > 1% = TM A, concluimos que ¢ mais dispendioso parcelar do que comprar a vista,

ou seja, do ponto de vista financeiro, a opg¢ao I é, de fato, mais vantajosa que a opgao II.

Noutras palavras, com o rendimento mensal de 1%, vocé nao daria conta de quitar

sua divida e acabaria entrando para o grupo dos brasileiros inadimplentes.
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Neste caso, em particular, foi possivel resolver o problema sem recursos tecnologicos,
mas eles seriam indispensaveis se tivéssemos que aproximar a T’/ R com a precisao de varias

casas decimais ou se houvesse muito mais do que trés parcelas na opcao II.

A aproximacao TIR = 5,46% ao més pode ser obtida na HP12c, teclando:

[£]][cLa]||(3]| ]| | (21| (71| (0] | P V|| 1] | 0] | [0] | [cHES] | PMITY | | [1] |

No Excel, esta taxa ¢ calculada pela formula =TAXA(3; -100; 270).

Observagoes finais para A.1

A partir do conhecimento da taxa de juro de 5,46% ao més que é cobrada no par-
celamento, podemos determinar o valor do juro efetivo J = M — C, onde C' = 270 e
M = M(2) + M(1) + M(0), com M(n) = 100.(1 + 5,46%)™, para todo n € {0;1;2}.
Logo, J = 100.(1,0546)? + 100.(1,0546)* + 100.(1,0546)° — 270 = 316,68 — 270 = 46,68.

Notemos que i; = (46,68)/270 = 0,1729 = 17,29% ¢ a taxa de juro trimestral
equivalente a taxa mensal de 5,46% obtida anteriormente. No contexto da equivaléncia
de taxas (subsegao 2.4.3), podemos constatar que (1 +i;)' = (1 + 5,46%)>.

Interessante observar que o desconto na compra a vista é o tipico desconto comercial
ou por fora, onde o valor a vista (R$ 270) corresponde ao valor atual de um titulo de débito

pago antes de vencer, cujo valor nominal é o valor a prazo (R$ 300).

O fato de a taxa mensal de 5,46% cobrada no parcelamento ser igual & taxa trimestral
de 17,29%, que supera a taxa do desconto (10% ao trimestre), mostra que a opgao II, de

fato, custa mais que a opgao I.

Ressaltamos que os calculos eletronicos anteriores que forneceram TIR = 5,46% ao
més s6 foram possiveis porque estamos diante de um caso béasico, no qual ha somente um
fluxo de caixa inicial com sinal contréario aos fluxos de caixa seguintes, os quais constituem
uma sequéncia padrao de pagamentos constantes. Se o fluxo de caixa inicial for uma
receita, como ocorre no nosso exemplo, entao os fluxos seguintes sao despesas com mesmo
valor nominal. Analogamente, no caso de um investimento, o fluxo de caixa inicial é uma

despesa, enquanto os proximos fluxos sao receitas.

Entretanto, se a situagao tratar de um conjunto de fluxos de caixa com mais de
dois valores nominais distintos, entao as fungoes da HP12c e “TAXA” do Excel nao
seriam suficientes para obter a TIR. Assim como nao calculariamos o V PL a partir de

[PV]| na HP12c e de “VP” no Excel. Estas servem para obter o valor presente relativo
—294,10 das 3 mensalidades de 100 & taxa de 1% ao més, cujo calculo foi realizado na
3% solugao desta atividade. Dai, alcangamos o saldo S;;(0) = 705,90, isto ¢, S;;(0) =
1000 — 294,10 = 1000 — (270 + 24,10) = 730 — 24,10. Estes 24,10 sao o VPL =
270 — [100/(1 + 1%)* + 100/(1 + 1%)? + 100/ (1 + 1%)3].
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Para casos em que a sequéncia de pagamentos nao é constante, existem as fungoes
[IRR] = |[f]|[FV]|e [NPV] = |[f]|[PV]|da HP12c e as fung¢oes “TIR” e “VPL” do Excel.

Na HP12c, teclamos:

[f]|[CLz] | (limpa a memoria);

[12]][7]] [0]] [g] | [P V]| (registra 270 no fluxo de caixa inicial: [CFy));

[[1]][0]] [0] | [CHS] | [g] | [PMT] | (registra —100 no 1° fluxo de caixa: [CF));

(3] [FV] | (registra 3 ocorréncias do tltimo fluxo de caixa em [Nj]);
[FV]| (fungao [IRR] que calcula TIR = 5,46% ao més).
1] (registra 1% como taxa minima de atratividade: TM A);

[PV]| (funcdo [NPV] que calcula VPL = —24,10).

No Excel, precisamos construir a planilha de fluxo de caixa para, a partir dela,
utilizarmos as féormulas =TIR(valores) e =VPL(1%; valores) + 270. Na primeira, os
valores correspondem a todos os fluxos de caixa: 270, —100, —100, —100. Na segunda,

devemos retirar apenas o fluxo inicial de 270 dos valores.

Na figura 5.6, mostramos uma planilha Excel do conjunto de fluxos de caixa do
empréstimo de R$ 270 quitado em 3 pagamentos de R$ 100, com taxa méxima de atra-
tividade TMA = 1% ao més. Acrescentamos o valor presente relativo de cada fluxo
(coluna D) e o valor presente liquido acumulado até cada més k € {0;1;2;3;3} (coluna
E). A construgao desta planilha ¢ similar a da figura 4.7, explicada no Capitulo 4. Abaixo
da planilha (da linha 8 & 12) exibimos os resultados para a TIR e o V PL, indicando entre

aspas as diferentes formulas que permitem obté-los.

Figura 5.6: Tabela de fluxo de caixa associado a atividade A.1, com TIR e VPL.

A B C D E F
1 Fluxo de Caixa de empréstimo com TWMA =1% ao més
2 k FC, VP(FC,; 1%) VPL,
3 0 RS 270,00 | RS 270,00 | RS 270,00
4 1 -RS 100,00 |-RS 99,01 | RS 170,99
5 2 -R$ 100,00 [-R$ 98,03 | RS 72,96
] 3 -RS 100,00 |-R3 97,06 |-RS 24,10
7
8 TIR = 5,46% ao més VPL = -R5 24,10
9 T T
10 "=TAXA([3; -100; 270)" "=270 - VP|1%; 3; -100)"
11 ou ou
12 "=TIR(C3:C6)" "=\/PL{1%; C4:C6) + 270"
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Aproveitemos o ensejo para adentrarmos no estudo das amortizagoes.

Conforme dissemos no inicio, podemos interpretar a situacao problema como um
empréstimo a ser quitado por uma sequéncia padrao de pagamentos constantes. Logo,

estamos diante de um SFA.

Empregando conhecimentos do Capitulo 3, podemos construir uma tabela de amor-
tizagoes baseada na da figura 4.6 (subsec@o 4.2.3 do Capitulo 4). Para tal, basta fazermos
as seguintes substitui¢oes na planilha do Excel que a gerou: a taxa i vira 5,46% (ao meés),
o namero de pagamentos n vira 3 (meses) e o saldo inicial Sy vira R$ 270. Além disto,

eliminamos a ultima linha, pois aquela planilha tinha n igual a 4. Obtemos assim a figura

abaixo.
Figura 5.7: Tabela SFA associado a atividade A.1.

A B C D E F G
1 |Dados iniciais: i =5,46% n=3 S,= RS 270,00
2
3 |Tabela SFA k Se A Iy P,
4 0 RS 270,00 [ RS - | RS - | RS
5 |Sistema 1 RS 184,74 [ RS 85,26 | RS 14,74 | R$ 100,00
6 |Francés de 2 RS 94,82 | RS 89,92 | RS 10,09 | R$ 100,00
7 |AmortizagcBes 3 RS - | RS 94,82 | RS 518 | R$ 100,00
8

5.2 Segunda atividade: A.2

Esta atividade foi inspirada em um problema histérico e sua aplicagao é recomendada
para introduzir os termos da MF e os regimes de capitalizagao, no contexto do Capitulo 2.

Um objetivo importante desta atividade é comparar as capitalizagoes composta e mista.

5.2.1 Enunciado da segunda atividade

A.2 Da origem pré-histérica do conceito de ntimero e da geometria, até os nossos
dias, marcados por incriveis avancos tecnoldgicos, muita matematica foi desenvolvida.
Neste processo evolutivo, a Matematica Financeira surgiu em meio ao desenvolvimento
do comércio, dos regimes econdémicos, do crédito e do sistema financeiro. As evidéncias
mais antigas de que o homem detinha alguns destes conhecimentos datam de mais de mil
anos a.C.. Um problema encontrado numa tabela babilénica deste periodo, “perguntava

by

quanto tempo levaria uma quantia em dinheiro para dobrar, a 20 por cento ao ano (...)

(BOYER, 2010).
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Determine este tempo em cada interpretagao a seguir.

(a) Incidéncia dos 20% somente ao final de cada ano (liquidez anual).
(b) Uso da convengdo exponencial para qualquer intervalo de tempo.

(¢) Uso da convengao linear exclusivamente para intervalos menores que 1 ano.

Represente graficamente no plano cartesiano a evolugao de mil reais em fungao do

tempo, considerando que ele cresca a 20% ao ano em cada uma das interpretacoes acima.

5.2.2 Solucoes da segunda atividade

Antes de comecarmos a resolver esta atividade, consideramos importante fazer al-

gumas observagoes.

Primeiro que, como a quantidade de dinheiro nao é mencionada, podemos considera-
la genericamente igual a C' > 0 (capital inicial). Nosso objetivo é descobrir o tempo
necessario para se obter 2.C' (montante), quando ocorrem aumentos de 20% ao ano (taxa

de juros anual de 0,2). Notemos ainda que os juros totais sao J = 2.C' — C' = C.

Na verdade, qualquer valor pode ser atribuido a C', sem perda de generalidade. Por
exemplo, tomando o capital inicial igual a 1, teremos o montante 2. Este artificio sera

necessario quando utilizarmos a HP12¢ e o Excel.

A segunda observacao ¢ que, se considerassemos equivocadamente que os 20% ao
ano incidam somente sobre o capital inicial C' (regime de juros simples), entao o calculo
seria imediato. Os juros seriam anualmente constantes e iguais a (0,2).C. Logo, apos 5

anos teriamos juros 5.(0,2).C' = C' e, consequentemente, o almejado montante 2.C.

Entretanto, esta possibilidade nao é sequer considerada entre as interpretagoes su-
geridas na atividade, pois, conforme explicamos desde a introducao deste trabalho, nao
faz sentido uma taxa anual de juros incidir sobre o capital inicial, se ja houver decorrido

mais do que um ano.
A partir daqui, comecamos a resolver, de fato, a atividade A.2.

Seja uma quantia em dinheiro qualquer ¢ aplicada a 20% ao ano, em determinada
data. Um ano apoés esta data, ¢ sera transformada em ¢ + 20%.q = 1, 2.q, isto é, temos o

fator de capitalizacao 1, 2.

Logo, se a quantia aplicada inicialmente for C' (capital inicial), entdo havera (1,2).C’
apos 1 ano; (1,2).(1,2).C' = (1,44).C ap6s 2 anos; (1,2).(1,44).C = (1,728).C’ apos 3
anos; (1,2).(1,728).C’ = (2,0736).C' ap6s 4 anos. Dai, deduzimos que o montante gerado
por C' a taxa de juros de 20% = 0,2 ao ano, apos n anos, é M(n) = C.(1,2)", para

n € {0;1;2;3;4}. Esta é uma interessante forma de introdugao ao teorema T-2.1.
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O prazo deve ser sempre aproximado por excesso, pois, por falta, o valor almejado
nao seria atingido. Sabemos que M(3) = (1,728).C’ < 2.C < (2,0736).C = M (4).

Vejamos agora como determinar o prazo para se obter 2.C' em cada proposta da atividade.

Solugao para o item (a) de A.2

No item (a), como taxa de juros incide somente ao final de cada ano, seria neces-
sario completar o quarto ano para o capital dobrar. Neste caso nao seria possivel obter

exatamente o montante igual a 2.C, mas sim (2,0736).C.

A HP12c¢ calcula o prazo de acordo com esta interpretacao. Para obter o prazo de

4 anos nesta maquina, basta teclar:

[£]](cLa] || [2]][0]|[i]]| (1] | (cHS] | PV]]| 2] | [FV] ]| [n] |

Como a HP12c¢ nao reconhece incognitas, substituimos o valor presente C' por 1
negativo e, consequentemente, atribuimos o valor 2 ao valor futuro (montante). Esta

inversao de sinais ¢é exigida pela convencao da maquina.
Solugao para o item (b) de A.2

Supondo que o T-2.1 ainda nao seja conhecido, podemos empregar um método
numérico para refinarmos a aproximagao da solugao anterior. Para isto, basta observarmos
que (1,728).C = (1,2)3.C e que (2,0736).C = (1,2)2.C. Dai, testamos poténcias de
base 1,2 com expoentes entre 3 e 4, na busca pelo nimero 2. Com auxilio de uma
calculadora cientifica comum, obtemos (1,2)3® = 1,99935 e (1,2)*? = 2,036136. Entao o
prazo procurado é cerca de 3,9 anos, que, em meses, sao (3,9).12 = 46,8, isto &, 47 meses
(3 anos e 11 meses). Esta é a resposta se considerarmos liquidez mensal. Se a liquidez
for diaria, o prazo seria precisado em dias por (46,8).30 = 1404 (3 anos, 10 meses e 24
dias). Consideramos aqui o més comercial de 30 dias porque nao foram citadas datas ou

referéncias a dias tuteis no enunciado.

A partir do conhecimento do T-2.1, bastaria obtermos n tal que M (n) = 2.C, isto
¢, C.(140,2)" = 2.C. Dali, temos (1,2)" = 2 => log(1,2)" = log(2) = n.[log(1,2)] =
log(2) = n = [log(2)]/[log(1,2)] = 3,80178 (este resultado pode ser obtido com uma
calculadora cientifica comum). Como o prazo deve ser aproximado por excesso, podemos

considera-lo n = 3,9 anos.

Os mesmos 3,80178 sao calculados no Excel, com a formula =NPER(20%; ; -1; 2).
Atribuimos novamente —1 ao valor presente e 2 ao valor futuro porque o Excel, assim

como a HP12¢, opera com sinais opostos para entradas e saidas (Capitulo 4).
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Ainda que acionemos ‘ [STO|] ‘ [EEX] ‘ na HP12c para coloca-la no “modo juros com-

postos”, ao digitarmos | [n] |, a maquina faz a mesma aproximacao para 4 que obtivemos na
solugao para o item (a) de A.2. Porém, se registrarmos o prazo 3,80178 entao a HP12c,
nesta convenc¢ao exponencial, calcula o valor futuro 2 a partir do valor presente —1 e da

taxa mensal 20%.
Solugao para o item (c) de A.2

Na convengao linear do item (c), devemos adotar regras de proporcionalidade para
a parte nao inteira do prazo, ou seja, exclusivamente para a fracao do ano que completa

o prazo em que C' é duplicado.

Esta é, portanto, uma oportunidade ideal para introduzir os conceitos de juros

simples e de capitalizagao mista.

Sabemos que o prazo procurado esta entre 3 e 4 anos e que os juros do 3° para o
49 ano sao M (4) — M (3) = (2,0736).C' — (1,728).C' = (0,3456).C. Aplicando a convengao
linear neste intervalo de 12 meses, obtemos juros mensais de (0,3456).C'/12 = (0,0288).C.

Logo, o tempo necessario para se obter 2.C' é 3 anos e x meses tal que 1,728.C +
x.(0,0288.C') = 2.C'. Multiplicando os dois membros por 1/C' e resolvendo a equagao
remanescente, obtemos z =2 9,444. Aproximando para mais, temos o prazo de 3 anos e

10 meses (46 meses).

Sendo a liquidez diaria e o més comercial, temos, em dias, z = (9,444).30 = 283, 333.

Logo, neste caso, o prazo é de 3 anos e 284 dias (1364 dias).

Equivalente, temos a propor¢ao [(2,0736).C' — (1,728).C| /1 = [2.C — (1,728).C] /v,
onde o prazo para obter 2.C' é (34 y) anos, com 0 < y < 1. Dai, obtemos y = 0,787 ano.
Em meses, temos y = 12.(0,787) = 9.4 e, em dias, temos y = 360.(0,787) = 283,3. Estes

resultados corroboram os anteriores.

O que fizemos até aqui foi adotar juros simples para um intervalo de tempo menor
que o periodo da taxa (situagao tipica deste regime, que caracteriza a capitaliza¢ao mista).
Refazendo as contas nas notagoes do T-2.2, temos M,((1,728).C'; 20% ; y) = 2.C), isto ¢,
(1,728).C.(1 4+ 20%.y) = 2.C, donde obtemos o mesmo y = 0,787.

Vejamos agora como resolver o item (c) utilizando resultados da subsegao 2.4.8
(capitalizagdo mista). Aplicando T-2.3, o problema se resume a determinar o prazo n,
em anos, tal que u(C'; 20% 3 n) = 2.C, isto é, C.(14+20%) ], [14(20%).(n— [n])] = 3.C,
onde |n] é a parte inteira do nimero n. Como ja sabemos que n = 3+y, com 0 < y < 1,
entao podemos reescrever C.(1 4 20%)%.[1 + (20%).(y)] = 2.C. Dai, obtemos novamente
y = 0,787.
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Mesmo operando com capitalizacao mista, a HP12c¢ aproxima o prazo para 4 quando
registramos a taxa mensal de 20%, o valor presente —1 e o valor futuro 2, conforme a
solucdo para o item (a) de A.2. Porém, se inserirmos o prazo 3,787, ela retorna o valor

futuro esperado.

Teclemos:

[[£]](cra] |[3]][-1](7]](8]] (71| ] || [2] ] [0] | [i] || (1] | [cHS] | [PV]| | (V] .

O resultado é 2, pois corresponde & receita em 3,787 anos, decorrente da despesa 1,

a taxa anual de 20%, quando consideramos a capitalizacao mista.

Segundo Boyer (2010), “parece inteiramente claro que o escriba usou interpolagao
linear (...)" e “a férmula para juros compostos” para obter a resposta deste problema

historico. Logo, sua solucao original emprega a convengao proposta no item (c).

Solugoes da parte final da atividade A.2

N ultima parte desta atividade, solicita-se a representacao grafica da evolugao de
R$ 1000 no tempo, a taxa de 20% ao ano, conforme os itens (a), (b) e (c). Esta analise

permite, entre muitas outras coisas, visualizar graficamente quando o capital dobra.

Na liquidez anual do item (a), o grafico do montante em fungao do tempo sera
constituido por todos os pontos (n;M(n)), com n € N U {0} (em anos) e M(n) =
1000.(1,2)™ (em reais). Este grafico esta na figura 5.8.

Na convengao exponencial do item (b), basta alterarmos o dominio da fungao ante-
rior para Q = {x € Q : x > 0}. Este é o grafico da figura 5.9.

Na convengao linear de (c), temos o grafico da funcao caracterizada algebricamente
por u(n) = 1000.(1,2) 7], [1 +(0,2).(n — Lnj)], para todo n € Q4 (em anos). Apresen-

tamos este gréafico na figura 5.10.

Os graficos das figuras 5.8, 5.9 e 5.10 sao feitos no Excel. Nos trés casos, primeiro
construimos a planilha da evolucao de R$ 1000 a 20% ao ano. Para tal, inserimos AnO,
Montante e O em Al, Bl e A2, respectivamente. Depois inserimos em B2 a formula
=VF(0.,2; A2; ; -1000) (também poderiamos formular =1000*1,2*A2, mas o resultado
nao viria com RS e aproximacao de duas casas decimais). Pelo método de arrasto, levamos

as informagoes de A2 e B2 até a linha desejada (neste caso, linha 12).

Selecionamos entao de Al até B12 e, para cada func¢ao anterior, escolhemos uma
opgao grafica da ferramenta “Inserir Grafico de Dispersao (X, Y) ou de Bolha”. Para a
figura 5.8 optamos por “Dispersao”. Para a figura 5.9, optamos por “Dispersao com Linhas
Suaves”. Para a figura 5.10, optamos por “Dispersao com Linhas Retas” para a figura 5.10

(nesta ultima, alteramos a cor azul da linha do gréafico para roxa).
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Figura 5.8: Grafico de M : NU {0} — R; M(n) = 1000.(1,2)".

A B D E F G H I J k

1 Ano Montante
2.0 RS 1.000,00 Montante
301 RS 1.200,00 RS 7.000,00
4 2 RS 1.440,00 RS 6.000,00 <
5 3 RS 1.728,00
6| 4 RS 2.073,60 R$ 5.000,00 ®
7.5 RS 2.488,32 RS 4.000,00 °
8 6 RS 2.985,98 *
9 7 RS 3.583,18 R$ 3.000,00 .

| [ ]
10 8 RS 4.299,82 RS 2.000,00 .
11| 9 RS 5.159,78 ° *

i ]
12 10 RS 6.191,74 R$1.000,00 ®
13 R$ 0,00
14 | 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
15

Figura 5.9: Grafico de M : Q4 — R; M(n) = 1000.(1,2)".
A B D E F G H I J K

1 Ano Montante
2.0 RS 1.000,00 Montante
3.1 RS 1.200,00 RS 7.000,00
4 2 RS 1.440,00

g RS 6.000,00
5 3 RS 1.728,00
6 4 RS 2.073,60 RS 5.000,00
7.5 RS 2.488,32 RS 4.000,00
8 6 RS 2.985,98
9 7 RS 3.583,18 RS 3.000,00
10 38 RS 4.299,82 RS 2.000,00
1 9 RS 5.159,78
12 10 RS 6.191,74 RS 1.000,00
13 RS 0,00
L3 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1
15

Figura 5.10: Grafico de p: Q4 — R; pu(n) = 1000.(1,2)“1J . [1 +(0,2).(n — LnJ)]

A B D E F G H I J K
1 7An0 Montante
2|0 RS 1.000,00 Montante
3.1 RS 1.200,00 RS 7.000,00
4 2 RS 1.440,00 RS 6.000,00
5 3 RS 1.728,00
6 4 RS 2.073,60 R$ 5.000,00
7.5 RS 2.488,32 RS 4.000,00
8 6 RS 2.985,98
9 7 RS 3.583,18 RS 3.000,00
10 8 RS 4.299,82 RS 2.000,00
1 9 RS 5.159,78
12 10 RS 6.191,74 R$ 1.000,00
12 RS 0,00
14 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
15
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A suavidade do crescimento exponencial de (1,2)" torna praticamente impossivel dis-
tinguir a curva na figura 5.9 dos segmentos de reta na figura 5.10. Para tornar perceptivel
esta distin¢ao, seria necessiria uma aproximacao adequada ou um programa especifico

para construgao de graficos.

A fim de evidenciar melhor a diferenca entre estes graficos, decidimos sobrepoé-los

no esboco abaixo.

Figura 5.11: Graficos das fungoes M e p anteriores, definidas de @, em R.

R$

AN

p(n) =1000.(1,2) ], [1 +(0,2).(n — LnJ)}

2073,60 |-~

M(n) = 1000.(1,2)"

1728,00 |- oo

1440,00 f -

1200,00 | - -

1000,00

4
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Esta representagao grafica remete imediatamente a ironica “regra de ouro”, segundo
a qual, quem tem o ouro dita a regra, ou seja, o detentor do dinheiro tende a escolher
a convencao de calculo de juros que lhe for mais lucrativa. Por isto, as instituicoes
financeiras cobram juros compostos ao concederem um empréstimo, mas, se houver atraso
no pagamento, costumam cobrar juros simples sobre o saldo devedor. Ja tratamos disto

no Capitulo 2.

Naquela oportunidade, também vimos o desconto de titulo. Neste caso, a convencao
exponencial do item (b) é comumente utilizada pelos credores ao concederem descontos
pelo pagamento antecipado de uma prestacao (titulo de débito). Por outro lado, a con-

vengao linear do item (c) é mais utilizada na antecipacao de recebiveis (titulos de crédito).

5.3 Terceira atividade: A.3

Esta atividade tratara de investimentos e financiamentos, retomando exemplos apre-
sentados no Capitulo 3. Neste contexto, analisaremos uma aplicacao financeira e os dois

sistemas de amortizacoes mais utilizados no Brasil.

Veremos aqui uma situagao na qual que pode fazer diferenca escolher o SAC ou o

SFA, mesmo considerando as mesmas condi¢oes iniciais para ambos.

5.3.1 Enunciado da terceira atividade

A.3 Joao tem o excelente habito de aplicar exatamente mil reais todo més em um
investimento com rentabilidade mensal de 1%. Apos certo tempo, sem realizar qualquer

outra movimentagao financeira nesta aplicagao, ele conseguiu juntar cerca de 50 mil reais.

Joao pretende utilizar esta quantia para dar entrada na compra de um imoével que
custa 80 mil reais. O restante, ele ird financiar em 4 anuidades, junto a uma instituigao
financeira, que lhe propoe duas formas de realizar os pagamentos, ambas com taxa de juros
de 10% ao ano. Uma forma é no SAC (Sistema de Amortizagoes Constantes) e a outra ¢

no SFA (Sistema Francés de Amortizagoes, caracterizado por prestagoes constantes).

Considerando que daqui 2 anos Joao terd uma despesa extra de 6 mil reais e des-
considerando outros eventuais fatores, responda:
(a) Quanto tempo levou para Joao juntar os 50 mil reais na aplica¢@o financeira?
(b) E indiferente para Jodo optar pelo SAC ou pelo SFA?
Supondo que a taxa anterior fosse nominal com capitalizagao mensal, Joao estaria

diante do sistema Price de amortizagoes. Construa uma planilha eletronica da tabela

Price referente a esta situacao.
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5.3.2 Solucoes da terceira atividade

Para resolver o item (a), basta saber deslocar valores monetarios no tempo.

No item (b), retomaremos os exemplos 3.6 e 3.7 do Capitulo 3. Mas agora, existe
um contexto que relaciona uma aplica¢ao financeira com um financiamento. Além disto,
embora as duas opcoes de pagamento no SAC e no SFA se equivalham a principio, ve-
rificaremos que a hipotese de uma despesa extra influencia na escolha do sistema de

amortizacao a ser adotado.

No final, construiremos uma Tabela Price no Excel.

Solugao para o item (a) de A.3

Um erro infantil nesta solucao seria pensar que levaram 50 meses para juntar R$
50000, simplesmente porque este é o produto de 50 por 1000. Esta conta infringe o
mandamento basico da MF, pois considera vélida a adicao de valores nominais de datas

distintas, sem a devida correcao monetaria.

Como existe uma taxa de juros de 1% ao més, entdo, certamente, em 50 meses, o
valor acumulado serd maior que R$ 50000. Talvez a tnica utilidade do produto anterior
seja obter uma estimativa inicial, pois deste resultado, podemos afirmar que o tempo

procurado é menos de 50 meses.

Para facilitar o entendimento do item (a) desta questao, ilustraremos a aplicagao
financeira de Joao em um diagrama de fluxo de caixa (figura 5.12). Como estamos tra-
tando de valores que Joao depositou no passado, iremos considerar que eles se referem a
prazos negativos, anteriores a data zero. Esta representa o momento em que é firmado o

contrato de financiamento.

Figura 5.12: Fluxo de caixa de n aplicacoes de mil reais gerando 50 mil reais.

50000

(n) (-3) (2) (1) (0)
1000 1000 1000 1000

Considerando entao que houve n depoésitos de mil reais, desloquemos todos para o

presente, que, na verdade, ¢ um tempo futuro em relacao a data do primeiro depoésito.
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Como a taxa mensal é de 1% = 0,01 e o valor futuro (“hoje”) é 50 mil reais, entao
1000.(1,01)™ + 1000.(1,01)""! + - -+ 4+ 1000.(1,01)? + 1000.(1,01)! = 50000. Aplicando a
formula SPG, temos 1000.(1,01).[(1 — (1,01)")/(1 — 1,01)] = 50000. Dai, chegamos em
(1,01)" = 1,5, donde log(1,01)" = log(1,5) = n = log(1,5)/log(1,01) = 40,75. Logo,
foram necessarios cerca de 41 meses para Joao juntar os R$ 50000.

Este é o mesmo resultado que obtemos formulando =NPER(1%; -1000; ; 50000) no

Excel, visto que ele usa a “convengao exponencial” dos juros compostos.

Na HP12C, o resultado 41 é imediatamente obtido teclando

[£]][cLa] || (]| [i]|[ (]| [0]] (0] | [0] | [cHS] | PvT] || 5] | [0] | [0] | [0] | [0] | [F V] || [m] |-

Conforme explicamos antes, a HP12c aproxima o prazo inteiro n em que é formado

o menor montante M = " 1000.(1,01)* tal que M > 50000. Logo, o resutado da HP12C
k=1
indica, na realidade, que o prazo n é um nimero de meses tal que 40 < n < 41. Como,

nesta situacao, prazos fracionarios nao interessam, entao devemos considera-lo 41 meses,
ou seja, Joao realizou 41 depodsitos mensais de mil para acumular os 50 mil. Porém, a
quantia exata acumulada foi um pouco maior e ela pode ser obtida teclando | [FV] | apos

a ultima sequéncia resolutiva.
Solugao para o item (b) de A.3

Analisemos agora as duas possibilidades que Joao tem de financiar 30 mil reais.

Do Capitulo 3, sabemos que, no SAC, Joao precisara desembolsar anualmente 10500,
9750, 9000 e 8250 reais (nesta ordem) e, no SFA, o desembolso anual seré constante e igual
a R$ 9464,12. Estes valores podem ser obtidos pela construcao das tabelas apresentadas
no Capitulo 3 (figuras 3.8 e 3.9) e refeitas no Capitulo 4 com auxilio do Excel (figuras 4.5

e 4.6), ou diretamente por formulas mostradas nas subsecoes 3.3.1 e 3.3.2.

De acordo com o enunciado da atividade, Joao continuaré depositando mil reais por
meés na sua aplicacao financeira, que ficou “zerada” apés a retirada dos 50 mil reais para

dar de entrada na compra do imével.

A fim de aproveitarmos os resultados supracitados (sequéncias de pagamentos anuais
oriundas dos exemplos 3.6 e 3.7, previamente analisados no Capitulo 3), transformemos

cada os depoésitos mensais de Joao em montantes anuais.

Apos os primeiros 12 meses (do deposito inicial ao do 112 més), Jodo tera na sua
aplicacdo financeira: 1000.(1,01)! + 1000.(1,01)% + 1000.(1,01)® + - - - + 1000.(1,01)12 *E
1000.(1,01).[1—(1,01)*?] /[1—(1,01)] = 12809,33. Isto equivale a calcular o valor futuro de
12 pagamentos mensais antecipados, mediante a taxa de 1% ao més, conforme mostramos

na figura 5.13.
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Figura 5.13: Fluxo de caixa de 12 aplica¢oes mensais de mil reais, a 1% ao més.

12809,33
I
O0—0—@—@—- (7 —
| |
1000 1000 1000 1000 T 1000
Para calcular na HP12¢, devemos acionar seu “modo begin™: |[BEG| = |[g] | [7] | (neste

caso, os pagamentos sao de R$ 1000). Obtemos entdo os R$ 12809,33, teclando

el | (7] | [£1] (cnal || (1] 2] [ ]| | (1] [3]] | (1] | 0] | [0 | [0] | [CHES] | PMITY | | [PV .

Obtemos o mesmo resultado no Excel, pela formula =VF(1%; 12; 1000)*1,01. Desta
forma, estamos deslocando 12 pagamentos postecipados para o més seguinte, pois este

resultado equivale ao valor futuro dos 12 pagamentos antecipados.

Outra opg¢ao é deslocarmos cada mil reais para o més seguinte, considerando que
os pagamentos sejam postecipados com valor nominal R$ 1000.(1,01) = R$ 1010. Neste
caso, temos o diagrama de fluxo de caixa da figura 5.14, que é equivalente ao da figura
5.13.

Figura 5.14: Fluxo de caixa equivalente ao fluxo da figura 5.13.

12809,33
—O0—8—@— —
1010 1010 1010 T 1010 1010

Assim, obtemos os mesmos R$ 12809,33 na HP12¢, teclando:

(el | (8]] | [£]](cna]| | [1]] 2] ]| | (1] ] [i]]| (1] | (0] [ (1] | [0] | [CHES] | PMIT] | | [PV .

Note que recolocamos a HP12¢ no “modo end” [END| = |[g]|[8] | (postecipagao).

Considerando esta interpretacao, formulamos =VF(1%; 12; 1010) no Excel a fim de

calcularmos o valor futuro anterior.
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Se Joao optar pelo SAC, entao, apos efetuar o primeiro pagamento, teria na sua
aplicacao: 12809,33 — 10500,00 = 2309,33. Se optar pelo SFA, seu saldo seria 12809,33
— 9464,12 = 3345,21.

Nos proximos 12 meses, Joao acumularia 12809,33 + 2309,33.(1,01)'? = 15411,54,
no SAC. Por outro lado, teria 12809,33 + 3345,21.(1,01)'% = 16578,80, no SFA.

Ao efetuar o segundo pagamento anual de R$ 9750,00 no SAC, sobrariam R$ 5661,54.
No SFA, apos pagar a segunda prestagao de R$ 9464,12, Jodao teria R$ 7114,68.

De acordo com o enunciado do problema, no final do segundo ano, Joao tera uma
despesa extra de 6 mil reais. Esta quantia s6 estaré disponivel para ele, se optar pelo SFA.

Logo, nao é indiferente para Joao escolher qualquer um dos sistemas de amortizagoes.

Notemos ainda que, optando pelo SFA, Joao teria plenas condi¢oes de quitar a sua
divida. No final do terceiro ano, ele teria 12809,33 + (7114,68 — 6000).(1,01)? = 14065,38
e, ap0s pagar a terceira parcela anual, ficaria com 14065,38 — 9464,12 = 4601,26. No fim
do tltimo ano, ele teria 12809,33 + 4601,26.(1,01)'? = 17994,14 (dinheiro de sobra para
pagar sua ultima prestacao de R$ 9464,12).

Por outro lado, se Joao optar pelo SAC, nao podera pagar a despesa de R$ 6000,00
que tera no segundo ano. Pelo menos nao completamente. Podemos supor que ele pagaria
R$ 5661,54 desta divida e ficaria devendo R$ 338,46 para o més seguinte. Como nao
sabemos a taxa de juro cobrada por este atraso, nao podemos afirmar que Joao teria

condigoes de arcar com as proximas prestagoes no SAC.

Logo, o SAF ¢é o sistema de amortizagoes mais indicado para Joao.

Solucao da parte final de A.3

Observemos que, na solugao do item (b), trabalhamos com 4 anuidades para facilitar
as contas, mas poderiamos substitui-las por 48 mensalidades. Na hipotese enunciada, a

taxa de 10% ao ano seria capitalizada mensalmente. Dai, temos a taxa efetiva mensal

(10%) /12 = 0,8333% = 0,008333.

Na subsecao 3.3.2, ja vimos que esta taxa acarreta pagamentos de R$ 760,88 por

48
més, pois > (760,88)/(1,008333)F "= 760,88. [1 — (1,008333)~*] /[0,008333] = 30000.
k=1

O calculo deste pagamento pode ser rapidamente efetuado na HP12C:

[£]][CLa] || [4]|(8]] ] || (1] ] [0] ] [e] | [i]] | (31 [0] | [0] | [0] | [0] | PV} || P |.

O resultado sera —760,88 devido & convencao da maquina. Assim, como ocorre se

resolvermos no Excel pela formula =PGTO(10%/12; 48; 30000).
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Observamos ainda que, tanto ‘ 1] ‘ 0] | ] ‘ [i] ‘ = |12+] (na HP12c), quanto 10%/12

(no Excel), registram uma aproximagcao melhor do valor da taxa mensal do que 0,8333%.

A partir dos valores obtidos (taxa efetiva e pagamentos), poderiamos construir a
tabela Price manualmente, de modo anélogo a tabela SFA da figura 3.9. Mas isto seria

bastante trabalhoso. Faremos, portanto, a referida tabela no Excel.

As tnicas informagoes necessérias sao a seguintes: o empréstimo de R$ 30000 cobra
juro de 10% ao ano com capitalizacao mensal e é pago em 48 mensalidades, no Sistema
Price de amortizagoes. Esta construgao é analoga a da tabela SFA (figura 4.6), que fizemos

no Capitulo 4.

A fim de evitar problemas com falta de espaco, redimensionamos as colunas A, B,
C, D, E, F e G com a largura 15.

O objetivo aqui é criar uma planilha eletronica que sirva para obter qualquer outra
do mesmo tipo. Para isto, comecamos inserindo Dados iniciais:, i =, 10%, n =, 48,
Sy = ¢ 30000 da célula Al até a G1. Estas informacgoes serao retomadas nas formulas

adiante.
Pulamos para a linha 3 para inserir K, Sx, Ax, Jk ¢ Px de C3 até G3.

Em seguida, registramos o niimero O em C4, E4, F4 e G4 e o niimero 1 em C5, e

formulamos =G 1 em DA4.

Continuamos inserindo as féormulas =SD4 + SE5 em D5, =(SCS1/12)*D4 em F5,
=PGTO(SCS1/12; SEST1; SGS1) em G5 e =$SG5 - SF5 em E5.

Replicamos entao C5, D5, E5, F5 e G5 pelo “método de arrasto” para as células

abaixo, da linha 6 até a 52.

Por estética, utilizamos “Formato de niimero de contabilizacao” em todas as célu-
las com valores monetérios (Gl e de D4 até G52). Além disto, realinhamos textos e

destacamos alguns contornos.

Também inserimos verticalmente na coluna A “TABELA PRICE COM TAXA ANUAL
CAPITALIZADA AO MES”, a fim de ressaltar as caracteristicas da taxa nominal infor-

mada em C1.
Exibimos a planilha Excel assim construida na figura 5.15.

Esta planilha serve para a construcao de outras Tabela Price, desde que tenham
taxa de juros anual capitalizada mensalmente. Para tal, basta alterar os dados iniciais: a

taxa de juro em C1, o nimero de pagamentos em E1 e o saldo inicial em G1.
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Figura 5.15: Tabela Price no Excel.

a 58 u] G
Dados iniciais: i= 10% n= 43 5= RS 30.000,00
k Sy 1 Py
T 0 RS  30.000,00 | RS - RS - RS -
A 1 RS 25.483,12 | RS 510,22 | RS 250,00 | RS 760,28
B 2 RS 28.573,33 | RS 515,13 | RS 24574 | RS 760,28
E 3 RS 2845456 | RS 513,43 | RS 241,45 | RS 760,28
L 8 RS 27.330,20 | RS 523,76 | RS 237,12 | RS 760,28
A 5 RS 27.402,68 | RS 528,12 | RS 232,76 | RS 760,28
E RS 2£.270,16 | RS 532,52 | RS 228,36 | RS 760,28
P 7 RS 2£.333,20| RS 536,96 | RS 223,52 | RS 760,28
R g RS 25.781,77 | RS 541,43 | RS 219,44 | RS 760,28
| 5 RS 2524522 | RS 545,35 | RS 214,53 | RS 760,28
C 10 RS 2469533 | RS 550,50 | RS 210,38 | RS 760,28
E 11 RS 24.140,24| RS 555,08 | RS 205,73 | RS 760,28
12 RS 23.580,53 | RS 553,71 | RS 201,17 | RS 760,28
13 RS 23.016,16 | RS 564,37 | RS 196,50 | RS 760,28
0 14 RS  22.447,08 | RS 5E3,08 | RS 191,20 | RS 760,28
M 15 RS 21.873,27 | RS 573,22 | RS 127,06 | RS 760,28
16 RS 2128467 | RS 572,60 | RS 182,22 | RS 760,28
T 17 RS  20.711,24 | RS 583,42 | RS 177,46 | RS 760,28
A 18 RS 20.122,36 | RS 588,28 | RS 172,55 | RS 760,28
X 13 RS 19.523,77 | RS 593,13 | RS 167,63 | RS 760,28
A 20 RS 18.331,64 | RS 598,13 | RS 162,75 | RS 760,28
21 RS 1B.328,53 | RS £03,11 | RS 157,76 | RS 760,28
A 22 RS 17.720,33 | RS £08,14 | RS 152,74 | RS 760,28
N 23 RS 17.107,12 | RS £13,21 | RS 147,67 | RS 760,28
u 24 RS 1£.488,27 | RS £12,32 | RS 142,58 | RS 760,28
A 25 RS 15.265,40 | RS £23,47 | RS 137,41 | RS 760,28
L 26 RS 1523573 | RS £28,67 | RS 132,21 | RS 760,28
27 RS 14.602,83 | RS £33,30 | RS 126,57 | RS 760,28
C 28 RS 13.363,64 | RS £33,13 | RS 121,63 | RS 760,28
A 239 RS 13.319,12 | RS £44,51 | RS 116,36 | RS 760,28
P 20 RS 12.669,24 | RS £439,22 | RS 110,98 | RS 760,28
| 31 RS 12.013,34 | RS £55,20 | RS 105,52 | RS 760,28
T 3z RS 1135312 | RS £E0,76 | RS 100,12 | RS 760,28
A EE] RS 10.686,31 | RS 666,27 | RS s461 | RS 760,28
L 34 RS 10.015,08 | RS £71,82 | RS 25,06 | RS 760,28
| EL RS 9.337,67 | RS £77,42 | RS 83,45 | RS 760,28
z 36 RS  B.EG54,E1| RS £83,06 | RS 77,81 | RS 760,28
A a7 RS  7.965,85 | RS £82,76 | RS 72,12 | RS 760,28
D ELS RS 7.271,36| RS £94,50 | RS gg,32 | RS 760,28
A g RS E.571,07 | RS 700,22 | RS £0,59 | RS 760,28
40 RS G.BE4,95 | RS 706,12 | RS £476 | RS 760,28
A 41 RS  5.152,35| RS 712,00 | RS ag 27 | RS 760,28
0 42 RS 443502 | RS 717,34 | RS 42,94 | RS 760,28
43 RS 3.711,10| RS 723,32 | RS 36,96 | RS 760,28
M a4 RS  2.381,15 | RS 723,35 | RS 20,92 | RS 760,28
E 45 RS 2.24511| RS 736,02 | RS 24,84 | RS 760,28
5 45 RS 150234 | RS 742,17 | RS 18,71 | RS 760,28
a7 RS 754,53 | RS 742,35 | RS 12,52 | RS 760,28
a8 RS 0,00 | RS 754,53 | RS 5,29 | RS 760,88
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5.4 Quarta atividade: A.4

Nesta atividade, exploramos a tomada de decisao em relagao a investimentos finan-
ceiros. Ela trata de contetidos do Capitulo 3, mas pode ser trabalhada inicialmente no

contexto do Capitulo 2.

5.4.1 Enunciado da quarta atividade

A.4 Pretendendo realizar uma aplicacao financeira de R$ 1000, Maria estabelece,
a principio, um horizonte de planejamento de 5 anos. Como ela ainda nao possui uma
reserva de emergéncia, deve escolher um investimento seguro e de alta liquidez, pois pode

precisar resgatar o dinheiro antes do prazo planejado.

Apos pesquisar em sites do Tesouro Direto, do Banco Central do Brasil, do IBGE, do
Banco do Brasil e da CAIXA, Maria organizou numa tabela (figura 5.16) as modalidades
de investimento mais adequadas ao seu perfil conservador: uma Caderneta de Poupanca,
um CDB (Certificado de Depésito Bancario), um titulo do Tesouro Nacional, uma LCI
(Letra de Crédito Imobiliario) e um Fundo DI (Fundo de renda fixa atrelado a taxa de

depdsitos interbancérios).

Figura 5.16: Tabela de investimentos (criagao nossa).

Modalidade de | Rentabilidade Encargo anual
investimento bruta ao ano | sobre rendimentos
Poupanca 4,69 % 0 %
CDB 5,53 % 15 %
Tesouro 8,31 % 18 %
LCI 4,97 % 0%
Fundo DI 5,67 % 16 %

Os encargos sao somas de taxas de imposto, tarifas administrativas e outros custos

que incidem somente sobre os rendimentos das aplicagoes financeiras.

Qual a modalidade de investimento mais vantajosa e a menos vantajosa para Maria?

5.4.2 Solucoes da quarta atividade

Antes de comegar a fazer contas é interessante notar que a LCI é mais vantajosa do
que a Poupanca, pois a rentabilidade desta é menor que a daquela e ambas sao isentas
de encargos. Porém, como a atividade pede a modalidade mais vantajosa e a menos

vantajosa, serd preciso analisar todas.
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12 solugao para A.4

Introdutoriamente, esta atividade pode ser resolvida a partir da seguinte compreen-
sao basica: deslocar um capital C' para o futuro, a taxa de juros i, significa multiplicar C'

pelo fator de capitalizagdo (1 + 7), quantos periodos de i desejarmos.

No contexto da secao 2.4 do Capitulo 2, o que mencionamos acima é o mesmo
que obter um montante no regime de capitalizacao composta. Logo, basta utilizarmos
o teorema T-2.1: M(Cj;i;n) = C.(1 4 4)", onde C' = 1000 reais, n = 5 anos e i ¢é a
rentabilidade bruta anual de cada modalidade de investimento. Em seguida, descontamos

os encargos sobre os rendimentos, isto €, sobre os juros C.(1+4)" — C = C.[(1+ )" —1].

Assim, os “montantes liquidos” daqui 5 anos serao:

1000.(1 + 4,69%)° = 1257,55, na Poupanga;

1000.(1 + 5,53%)" — (15%).1000. (1 + 5,53%) — 1] = 1262,50, no CDB;

1000.(1 + 8,31%)° — (18%).1000. [(1 + 8,31%)® — 1] = 1402,24, no Tesouro;

1000.(1 + 4,97%)5 = 1274,46, na LCI;

1000.(1 + 5,67%) — (16%).1000. [(1 + 5,67%)° — 1] = 1266,72, no Fundo DI

Logo, o titulo do Tesouro é o mais vantajoso e a Poupanca é a menos vantajosa.

Para calcular o primeiro valor (montante da Poupanca) na HP12c, teclamos

[£]](CLa]||[5]| ] || [4]] -]](6]] (91| [i]]| (1] ] [0] | [0] | [0] | [cHS] | [PV] || [FV]].

Pela formula =VF(4,69%; 5; ; -1000) do Excel, obtemos o mesmo resultado. De
modo anélogo, calculamos o montante da LCI na HP12c e no Excel. Para isto, basta
substituirmos a taxa 4,69% por 4,97%.

O mesmo raciocinio vale para todos os “valores futuros brutos”. Depois, basta des-
contar os encargos. Por exemplo, apos obtermos o valor bruto do CDB igual a R$ 1308,82,

teclamos na HP12c:

[STO] [[1]| (grava 1308,82 na memoria 1);

[1]][0]] [0]] [0] | [—]] (calcula 1308,82 — 1000 = 308,82);

[1] | [5] | [%] | (calcula 15% de 308,82, isto &, 46,32);
[CHS] | (inverte o sinal do ultimo registro salvando —46,32);
[RCL] | [1] | (chama para o visor o registro da memoria 1, isto ¢, 1308,82);

[+]] (calcula —46,32 + 1308,82 = 1262,50).
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Formulamos =VF(5,53%; 5; ; -1000) - 15%*(VF(5,53%:; 5; ; -1000) - 1000) no Excel

para obter o mesmo resultado.
22 golucao para A.4

Em vez de comparar os montantes liquidos das aplicacoes apds 5 anos, como fizemos
na solucao anterior, podemos comparar seus rendimentos liquidos ou apenas as suas taxas

de rentabilidade liquida.

Consideremos que uma aplicacao tenha rentabilidade 7 e taxa de desconto d para

pagamento de encargos, de modo que d incide somente sobre os rendimentos.

Aplicando o capital C' durante n periodos de 7, obtemos um rendimento liquido,
cujo valor ¢ C.(1 +i)" —d.[C.(1+i)" - C|] —C = C.[(1+4)".(1 —d) +d — 1]. Logo,
Jj=(141i)".(1—d)+d—1 ¢é a taxa que representa a rentabilidade liquida do investimento.

A unidade periodica de j é n, pois esta taxa incide uma tnica vez sobre C' para o

calculo do rendimento apo6s n periodos de 7.

Obtenhamos entao a rentabilidade liquida j, ao periodo de 5 anos, de cada modali-

dade de investimento enunciada no problema:

A poupanga tem j = (1 + 4,69%)5.(1 — 0%) + 0% — 1 = 0,2575521 = 25,75521%;

O CDB tem j = (1 + 5,53%)5.(1 — 15%) + 15% — 1 = 0,2624964 = 26,24964%;

O Tesouro tem j = (1 + 8,31%)°.(1 — 18%) + 18% — 1 = 0,4022404 = 40,22404%;

A LCI tem j = (1 + 4,97%)5.(1 — 0%) + 0% — 1 = 0,2744593 = 27,44593%:

O Fundo DI tem j = (1+5,67%)°.(1 — 16%) + 16% — 1 = 0,2667202 = 26,67202%.

Confirmamos assim a resposta anterior, pois a maior rentabilidade liquida ¢ a do

Tesouro e a menor ¢ a da Poupanca.

Interessante verificar que o produto de cada j por 1000 resulta no rendimento de

cada modalidade.

Uma observagao final: cada taxa j equivale a taxa anual j, tal que (1 + j,) =
(1+7)Y°. Assim, para qualquer prazo n (em anos), obtemos o seguinte montante liquido
da aplicacio de C reais: M(C';ju3n) = C.(1 + jo)" = C.(1 + 5)*/°.

>~

Por exemplo, o titulo do Tesouro Nacional tem rentabilidade liquida anual j, =
(1+40,22404%)'/°> — 1 = 0,0699525 = 6,99525%. Verifica-se que 1000.(1 4 6,99525%)° =

1402,24. Esta informacao sera tutil para a proxima atividade.
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5.5 Quinta atividade: A.5

Esta atividade é uma continuidade da anterior. Desta vez, Maria se vé diante
de outra possibilidade de investimento financeiro com variadas movimentacoes e precisa

analisar a sua viabilidade no contexto do Capitulo 3.

5.5.1 Enunciado da quinta atividade

A.5 Ha cinco anos, Maria aplicou 1000 reais em um titulo do Tesouro Nacional,

com rentabilidade liquida de 7% ao ano.

Agora ela recebe a proposta de investir seu dinheiro no projeto X. Este projeto
consiste na aquisicao de um equipamento que custa 1400 reais e gera anualmente rendas

liquidas de (300 + 10.n) reais, com n em anos inteiros, tal que n < 10.

O equipamento exige ainda manutengao de 500 reais a cada 3 anos e sofre depreciagao

de 10% por ano.

Como ap6s 10 anos de uso, o equipamento comeca a reduzir sua produtividade, este

investimento ¢é previsto para durar 10 anos.

Outra informagao importante é que Maria considera inviavel qualquer investimento

que leve mais da metade da sua duracgao para ser reembolsado.

Determine se o projeto X é viavel pelo VPL, pela TIR e pelo PBD.

5.5.2 Solucoes da quinta atividade

A solugao desta atividade se divide em duas etapas. A primeira é descobrir quanto
Maria acumulou com a sua aplicagao no Tesouro, para saber se ela dispoe da quantia
necessaria para investir no projeto X. A segunda é analisar se o projeto X é viavel ou nao
a partir do seu VPL, da sua TIR e do seu PBD.

Pela atividade A.4, ja sabemos que o investimento de R$ 1000 em um titulo do
Tesouro com rentabilidade liquida de 6,99525% ao ano gera R$ 1402,24 apds 5 anos.
Logo, Maria tem dinheiro suficiente para investir no projeto X, o qual exige o desembolso
inicial de R$ 1400.

Sigamos para a segunda etapa da solucgao.

Para iniciar a analise do projeto X, construiremos seu diagrama de fluxo de caixa

(figura 5.17). Para isto, determinemos todas as suas movimentagoes financeiras.

As despesas sao quatro: o investimento inicial de R$1400 mais trés manutencoes de

R$ 300 no 3°, no 6° e no 9° ano.
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As receitas sao dez rendas anuais da PA (R$ 310; R$ 320; R$ 3305 ...; R$ 400)
mais um valor extra no final do projeto X, oriundo da venda do equipamento depreciado

anualmente a 10%. Com base no teorema T-2.1, este valor residual corresponde ao
montante M (14005 — 10%; 10) = 1400.(1 — 10%)° = 488,15.

Figura 5.17: Fluxo de caixa do projeto X.

188,15
310 320 330 340 350 360 370 380 390 400
TrT T T T T T T 17

O—(0—"—C—C—0—CE—"C(6——_0—C—0—W

} } }

1400 300 300 300

Podemos simplificar o diagrama acima adicionando movimentagoes financeiras da

mesma data. Fazendo isto, obtemos a figura abaixo.

Figura 5.18: Fluxo de caixa do projeto X simplificado.

Observemos ainda que a taxa de 7% ao ano da aplica¢do no Tesouro corresponde a
taxa minima de atratividade: T'M A.

Assim, temos:

340 350 60 370 380 90 888,15 .
ot T wons T mone T @ T @ T more T wonwo — 14005

__ 310 320 30
® VPL=Gony+t@onz +@ons T @

310 320 30 340 350 60 370 380 90 888,15 N
® Gro T gz T T aror T areor T aros T GroT T g0’ T e T (a0 — 1400 =0;

® [ —1<PBD<k,VPL,_1<0<VPLy.

No primeiro topico acima, as parcelas positivas constituem o valor presente dos
rendimentos liquidos anuais; no segundo, temos ¢ = T'IR; no terceiro, V PL; & o valor
presente liquido até o ano k.

O exaustivo trabalho de efetuar todas estas contas manualmente sera eliminado pelo
uso do Excel.
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Construimos entao a planilha de fluxo de caixa do projeto X (figura 5.19), de modo

analogo a construcao da figura 4.7 do Capitulo 4.

Figura 5.19: Planilha Excel de fluxo de caixa do projeto X.

A B C D

1 k FCx VP(FCy;7%) VPL

2 0 -RS 1.400,00 -RS 1.400,00 -RS 1.400,00
3 1 RS 410,00 RS 383,18 -RS 1.016,82
4 2 RS 420,00 RS 366,84 -RS 649,98
5 3 RS 130,00 RS 106,12 -RS 543,86
6 4 RS 440,00 RS 335,67 -RS 208,19
7 5 RS 450,00 RS 320,84 RS 112,66
8 6 RS 160,00 RS 106,61 RS 219,27
9 7 RS 470,00 RS 292,69 RS 511,97
10 8 RS 480,00 RS 279,36 RS 791,33
11 9 RS 190,00 RS 103,35 RS 894,68
12 10 RS 888,15 RS 451,49 RS 1.346,17

Depois, formulamos =TIR(B2:B12), =VPL(7%; B3:B12) - 1400 e =4 - D6/C7 para
calcular, respectivamente, a TTR = 23,5% ao ano, o VPL = R$ 1346,17 e o PBD = 4,65

anos.

Note que o projeto X cumpre todas as condi¢oes de viabilidade. A principio, temos
TIR > TMA e VPL > 0. Além disto, Maria estabelece que o prazo para reembolsar
seu investimento deve ser menor que a metade dos 10 anos de duracao do projeto. Esta
condicao també ¢ atendida porque 4 < PBD < 5. Portanto, ¢ viavel para Maria investir

no projeto X.

5.6 Sexta atividade: A.6

Esta atividade trata de orcamento familiar. Ela se baseia no uso do Excel, mas
também pode ser desenvolvida sem ele, com algumas adaptagoes e um esforgo extra por

parte do aluno.

O objetivo principal é exercitar a identificacao de receitas e despesas diarias em um

fluxo de caixa mensal, bem como o célculo de seus saldos peridédicos a cada dia.
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5.6.1 Enunciado da sexta atividade

A.6 Represente as receitas e as despesas de Sara em uma planilha Excel constituida

de quatro colunas e trinta e uma linhas, conforme as explicagoes seguintes.

A linha 1 deve ter os nomes DATA, DESCRICAO, VALOR e SALDO, nas células
Al, Bl1, C1 e D1, respectivamente.

Os dias a serem inseridos na coluna A devem variar de 1 a 30. Subentende-se que

todos os dias se referem ao mesmo més do mesmo ano.

As descri¢oes das movimentacgoes financeiras a serem inseridas na coluna B e seus
valores relativos da coluna C serao mencionados a seguir. Cada receita deve ser registrada

como valor positivo e cada despesa como valor negativo.

e No dia primeiro, deve ser registrado o saldo anterior de RS 1000,00, decorrente da
economia que Sara conseguiu fazer no més passado. Assim como h& uma s6 receita
neste dia, o movimento financeiro é inico em cada dia posterior (esta ¢ apenas uma

hipotese adotada aqui para facilitar o exercicio).

e Sara tem gastos didrios em torno de RS 25,00, com alimentacdo, transporte e

outros, que devem ser somados e computados no segundo dia do més.

e O saldrio de Sara ¢ RS 3000,00 e ela recebe no dia 5. Seis dias depois tem um
bdnus pecuniario de RS 500,00.

e Sara precisa desembolsar no dia 10 a quantia de RS 450,00 para pagar contas de
agua, luz, telefone, internet e outras, além de RS 1500,00 para o aluguel e RS
250,00 para o cartdo de crédito que vencem dia 12 e dia 20, nesta ordem.

e O plano de saude de Sara, no valor de RS 400,00, tem vencimento no dia 14.

e Existem ainda dois gastos de RS 200,00 com supermercado, que Sara faz de 15

em 15 dias, sendo um deles no dia 8.

e Ao se aproximar o fim do més, Sara destina parte das suas economias para dOOQéeS

e para seu lazer.

e No dia 25, ela doa 10% do dinheiro economizado até esta data para uma instituigao

de caridade.

e Sara usa RS 80,00 para alguma forma de diversao saldavel (geralmente, um passeio

ou um jantar), que costuma realizar no 28.

Suponha que o orcamento de Sara seja sempre o mesmo e que ela necessite desem-
bolsar R$ 972,22 no ultimo dia de certo més para tratar a saide da sua mae, que adoeceu

repentinamente. O que Sara pode fazer?
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5.6.2 Solucoes da sexta atividade

Esta atividade se divide em duas partes. A 12 parte ¢ a construcao objetiva da pla-
nilha Excel referente ao or¢amento de Sara. A 22 parte consiste em conjecturar maneiras

de resolver um problema financeiro inesperado.

Solugao da 12 parte de A.6

Comecgamos fazendo o cabegalho da planilha seguindo as instrugoes enunciadas. Em

seguida, inserimos 1 em A2 e 2 em A3, selecionamos estas células e “arrastamos” até A31.

Utilizamos “Formato de Numero de Contabilizagao” de C2 até D31 para padronizar

os valores monetarios com RS e duas casas decimais.

O proximo passo é identificar as tnicas trés receitas de Sara: saldo anterior, sa-
|ario e bdnus. Consequentemente, o sinal negativo deve ser atribuido a todas as outras

movimentacgoes financeiras. Ressaltamos que se deve formular =10%*D25 em D26.

Finalmente, inserimos 1000 em D2 e =D2 + C3 em D3, e copiamos esta formula

pelo “método de arrasto” até D31.

Figura 5.20: Planilha Excel do or¢amento de Sara.

A B C D

1 |DATA DESCRICAO WVALOR SALDO

2 1 saldo anterior RS 1.000,00 | RS 1.000,00
3 2 gastos didrios -RS 750,00 | RS 250,00
4 3 RS 250,00
5 4 RS 250,00
& 5 salério RS 3.000,00 | RS 3.250,00
7 6 RS 3.250,00
8 7 RS 3.250,00
9 8 supermercado  |-R$ 200,00 | RS 3.050,00
10 9 RS 3.050,00
11 10 contas -RS 450,00 | RS 2.600,00
12 11 bénus RS 200,00 | RS 3.400,00
13 12 aluguel -RS 1.500,00 | RS 1.900,00
14 13 RS 1.900,00
15 14 plano de saide |-RS 350,00 | RS 1.550,00
16 15 RS 1.550,00
17 16 RS 1.550,00
18 17 RS 1.550,00
19 18 RS 1.550,00
20 19 RS 1.550,00
21 20 cartdo de crédito|-RS 150,00 | RS 1.400,00
22 21 RS 1.400,00
23 22 RS 1.400,00
24 23 supermercado  |-RS$ 200,00 | RS 1.200,00
25 24 RS 1.200,00
26 25 doagbes -RS 120,00 | RS 1.080,00
27 26 RS 1.080,00
28 27 RS 1.080,00
29 28 lazer -RS 20,00 | RS 1.000,00
30 29 RS 1.000,00
3 30 RS 1.000,00

132



Capitulo 5. Atividades

Observemos que Sara se organiza de tal forma que o seu saldo sempre fique positivo.
A ocorréncia de saldo negativo em algum dia significa atraso em um pagamento. Isto
pode acarretar outras despesas com juros moratorios. Por isto, o melhor é evitar sempre

um saldo negativo.

Solugao da 22 parte de A.6

Uma primeira forma de conseguir dinheiro extra seria vender um bem que nao
seja essencial. Mas, mesmo que se tenha algo disponivel para venda no valor desejado,

dificilmente se conseguiria um comprador de imediato.

Descartando a opcao acima, vejamos outras maneiras de Sara pagar os R$ 972,22

referentes ao tratamento de satude de sua mae.

Utilizando o cartao de crédito num pagamento tnico, o valor do tratamento seria
acrescido na fatura do dia 20 do més seguinte. Neste dia, o desembolso seria de R$ 1122,22
(esta ¢ a soma de 150 com 972,22).

Fazendo a mudanga no seu or¢amento, Sara fecharia o més com R$ 125 de saldo.

Além disto, ela permaneceria sem ocorréncia de saldo negativo ao longo do més.

Entretanto, R$ 125 sdo insuficientes para cobrir todas as despesas diarias que Sara
registraria no dia 2 do més seguinte: —R$ 750. Para evitar saldos negativos neste inicio

de més, Sara devera fazer alguns ajustes.

Ela poderia registrar —R$ 125 no dia 2, para custear os gastos diarios referentes aos
primeiros 5 dias do més, e —R$ 625 no dia 6, depois de ter recebido seu salario, a fim de

suprir os gatos dos outros 25 dias do més.

Desta forma, ela fecharia o més com R$ 212,50 e repetiria o método anterior para
pagar suas despesas diarias do proximo més. Assim, o saldo final do terceiro més seria

R$ 291,25 e o or¢camento continuaria livre de saldos negativos.

Os saldos mensais de Sara cresceriam a partir dai, o que garante a viabilidade desta

forma de pagamento.

Outra opcao seria parcelar o pagamento anterior para amenizar o peso da despesa.
Supondo que se possa dividir os R$ 972,22 em apenas duas vezes sem juros, Sara pagaria
R$ 486,11 nos dois meses seguintes, junto das despesas habituais com cartao, registrando
—R$ 636,11 no dia 20. Assim, o saldo final do més seria R$ 562,50. Este passa a ser o

saldo inicial do préoximo més.

Novamente, no dia 2, Sara nao teria os R$ 750 para suas despesas diarias. Proce-
dendo da mesma maneira descrita anteriormente, ela pagaria R$ 125 no dia 2 e R$ 625

no dia 6.
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Apods o pagamento da segunda parcela de R$ 486,11, o respectivo més fecharia com
R$ 168,30.

Quitada a divida, repetimos o procedimento do més passado e obtemos o saldo final
do terceiro més igual a R$ 251,88. O comportamento crescente do saldo evidencia que
esta opc¢ao também é viavel. Porém, a opc¢ao anterior é mais vantajosa financeiramente,

pois seu saldo no terceiro més é maior.

Vejamos uma terceira maneira de pagar a divida de R$ 972,22. Como Sara dispoe de
R$ 1000 no dia 30 do més, ela poderia utilizar parte desta quantia para pagar o tratamento
de satude da sua mae. Por este pagamento a vista, provavelmente, Sara conseguiria algum

desconto.

Digamos que seja dado o desconto habitual de 10%. Assim, Sara pagaria R$ 875
(valor aproximado de 90% de R$ 972,22).

O més seguinte iniciaria com saldo de R$ 125. De modo anélogo, ao que descrevemos
antes, seriam feitos os registros de —R$ 125 no dia 2 e de —R$ 625 no dia 6. O or¢amento

segue sem saldo negativo e fecha em R$ 212,50.

Sara repetiria o procedimento para pagar suas despesas didrias e fecharia o més
seguinte com R$ 291,25. Seguindo o mesmo raciocinio, obtemos R$ 362,13 no final do

terceiro més. Logo, esta opcao de pagamento é a mais vantajosa das trés.

Apresentamos acima apenas algumas das muitas respostas possiveis. Sara também
poderia conseguir a quantia extra pedindo um adiantamento de parte do seu salario ou
do bonus que recebe dia 11 e cortando gastos (a comegar pelo lazer, pois ¢ o menos

importante).

Observacgoes finais para A.6

Anteriormente, nao consideramos a opc¢ao de um empréstimo porque existem outras
formas de Sara conseguir arcar com a despesa extra de R$ 972,22 para cuidar da sua mae,
sem precisar se endividar. Porém, se Sara precisasse de mais dinheiro, seria obrigada a

contrair alguma divida.

Por exemplo, o que aconteceria se a despesa extra se repetisse? O que fazer para
evitar ou, pelo menos, minimizar endividamentos? A resposta 6bvia é ter mais dinheiro,

mas como consegui-lo?

Existem, basicamente, duas formas de se conseguir dinheiro extra: reduzir despesas e
aumentar receitas. Obviamente, os tltimos cortes de gastos a se pensar devem ser aqueles
que sao prioritarios, como alimentacao e moradia. Também é 6bvio que a busca por mais
entradas de caixa deve ocorrer de modo honesto, sem ultrapassar os limites legais. Neste

contexto, inserem-se os investimentos financeiros.
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Notemos que, antes da doenca da mae, Sara poderia ter investido mensalmente parte
do seu dinheiro excedente ao findar o més. O dinheiro aplicado renderia juros que seriam
cruciais para deixar Sara mais tranquila quando houvesse uma necessidade financeira

urgente, como no caso do tratamento de sua mae.

Dai a importancia de se construir uma reserva de emergéncia. Para tal, recomenda-
se uma aplicacao financeira segura e de liquidez elevada (em geral, titulos de renda fixa).
Formada esta a reserva, o investidor deve comecar a diversificar sua a carteira de investi-

mentos, buscando por maiores rentabilidades a longo prazo.

5.7 Sétima atividade: A.7

Apos pesquisarmos 450 questoes de dez provas de Matemética e suas Tecnologias
do ENEM realizadas de 2011 a 2020 (INEP, [20217]), encontramos a palavra “juros” em
apenas quatro questoes das aplicagoes regulares deste exame. Decidimos entao agrupar

estas raridades na presente atividade.

Existem outras questoes do ENEM relacionadas com a MF, mas a maioria pode
ser resolvida sem conhecimentos especificos desta area do conhecimento. Escolhemos as

questoes que mencionam juros porque o juro é o principal conceito da MF.

Nao enunciamos explicitamente estas questoes na subsecao 5.7.1, como forma de
estimular o aluno a pesquisa. Por isto, os enunciados destas questoes serao exibidos

apenas nas solugoes (subsegao 5.7.2).

5.7.1 Enunciado da sétima atividade

A.7 Resolva as questoes do ENEM itemizadas abaixo:

(a) Questao 152 do Caderno Amarelo da prova de Matemaética de suas Tecnologias do
ENEM 2015 - aplicacao regular.

(b) Questao 144 do Caderno Amarelo da prova de Matemética de suas Tecnologias do
ENEM 2017 - aplicacao regular.

(c) Questao 165 do Caderno Amarelo da prova de Matematica de suas Tecnologias do
ENEM 2018 - aplicacao regular.

(d) Questao 154 do Caderno Amarelo da prova de Matematica de suas Tecnologias do
ENEM 2019 - aplicacao regular.
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5.7.2 Solucoes da sétima atividade

Nas solugoes desta atividade, seguiremos a identificagao das questoes do ENEM
pelos itens (a), (b), (c) e (d), cujos enunciados estao representados nas figuras 5.21,
5.24, 5.26 e 5.28 a seguir.

Solugao para o item (a) de A.7

Figura 5.21: Questdao do ENEM 2015 (INEP, [20217]).

QUESTAO 152 000000

Um casal realiza um financiamento imobiliario de
R$ 180 000,00, a ser pago em 360 prestagées mensais,
com taxa de juros efetiva de 1% ao més. A primeira
prestacdo € paga um més apos a liberagédo dos recursos
e o valor da prestagdo mensal é de R$ 500,00 mais juro
de 1% sobre o saldo devedor (valor devido antes do
pagamento). Observe que, a cada pagamento, o saldo
devedor se reduz em R$ 500,00 e considere que nio ha
prestacdo em atraso.

Efetuando o pagamento dessa forma, o valor, em reais, a
ser pago ao banco na décima prestacéo é de

2 075,00.

2 093,00.

2 138,00.

2 255,00.

2 300,00.

QOO

O item (a) é uma questao do ENEM 2015 que trata do financiamento de R$ 180000

em 360 prestacoes mensais com taxa de juros efetiva de 1% ao més.

O fato de a primeira prestagao se paga um meés apos a liberagao dos recursos significa

que estamos diante de uma sequéncia de pagamentos postecipados.

Como o valor da prestacao mensal ¢ de R$ 500 mais o juros de 1% sobre o saldo
devedor, entao o sistema de amortizagoes utilizado ¢ o SAC, onde cada amortizagao vale
R$ 500. Isto é confirmado pela observagao que, “a cada pagamento, o saldo devedor se
reduz em R$ 500”.

Além disto, ndo ha prestacao em atraso, ou seja, todos os pagamentos foram efetu-

ados na data combinada.

Para determinarmos o valor da décima prestacao, basta obtermos o saldo devedor
do nono més Sy = 180000 — 9.500 = 175500 e calcularmos os juros do décimo més sobre
ele: Jig = (1%).175500 = 1755. Dai, a décima prestacao é Pjg = 500 + 1755 = 2255.

Logo, a alternativa correta é a letra “D”.

136



Capitulo 5. Atividades

Note que o teorema T-3.2 do Capitulo 3 esta implicito nas contas acima. Logo, esta
questao pode ser utilizada para introduzi-lo ou para aplica-lo. Pelo item (d) do referido
teorema, obtemos diretamente Pjp = 500 + (1%).[180000 — (10 — 1).500] = 2255.

Aproveitemos o ensejo para esbocar o diagrama de fluxo de caixa deste financiamento

(figura 5.22) e construir a respectiva tabela SAC no Excel (figura 5.23).

Figura 5.22: Fluxo de caixa, onde P, = 500 4 (1%).[180000 — (k — 1).500].

180000

-
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Figura 5.23: Recorte de tabela SAC no Excel.

A B C D E F G

1 |pados iniciais: i=1% n= 360 So= RS 180.000,00 |
2

3 | Tabela SAC k S Ay N Py

4 0 RS 180.000,00 | RS - RS - RS -
5 [Sistema de 1 RS 179.500,00 | RS 500,00 | RS 1.800,00 | RS 2.300,00
6 |[Amortizacoes 2 RS 179.000,00 | RS 500,00 | RS 1.795,00 | RS 2.295,00
7 |Constantes 3 RS 178.500,00 | RS 500,00 | RS 1.790,00 | RS 2.290,00
3 4 RS 178.000,00 | RS 500,00 | RS 1.785,00 | RS 2.285,00
g 5 RS 177.500,00 | RS 500,00 | RS 1.780,00 | RS 2.280,00
10 6 R$ 177.000,00 | RS 500,00 | RS 1.775,00 | RS 2.275,00
1 7 RS 176.500,00 | RS 500,00 | RS 1.770,00 | RS 2.270,00
12 8 R$ 176.000,00 | RS 500,00 | RS 1.765,00 | RS 2.265,00
13 9 RS 175.500,00 | RS 500,00 | RS 1.760,00 | RS 2.260,00
14 10 R$ 175.000,00 | RS 500,00 | RS 1.755,00 | RS 2.255,00
15 11 RS 174.500,00 | RS 500,00 | RS 1.750,00 | RS 2.250,00
16 12 R$ 174.000,00 | RS 500,00 | RS 1.745,00 | RS 2.245,00
17 13 RS 173.500,00 | RS 500,00 | RS 1.740,00 | RS 2.240,00
12 14 R$ 173.000,00 | RS 500,00 | RS 1.735,00 | RS 2.235,00
354 350 RS 5.000,00 | RS 500,00 | RS 55,00 | RS 555,00
355 351 RS 4.500,00 | RS 500,00 | RS 50,00 | RS 550,00
356 352 RS 4.000,00 | RS 500,00 | RS 45,00 | RS 545,00
357 353 RS 3.500,00 | RS 500,00 | RS 40,00 | RS 540,00
358 354 RS 3.000,00 | RS 500,00 | RS 35,00 | RS 535,00
359 355 RS 2.500,00 | RS 500,00 | RS 30,00 | RS 530,00
360 356 RS 2.000,00 | RS 500,00 | RS 25,00 | RS 525,00
361 357 RS 1.500,00 | RS 500,00 | RS 20,00 | RS 520,00
362 358 RS 1.000,00 | RS 500,00 | RS 15,00 | RS 515,00
363 359 RS 500,00 | RS 500,00 | RS 10,00 | RS 510,00
364 360 RS - RS 500,00 | RS 5,00 | RS 505,00
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Para a construir a planilha anterior, basta substituir os dados iniciais da planilha
apresentada no Capitulo 4 (figura 4.5) e utilizar o “método do arrasto” para copiar siste-
maticamente as informacoes das células C5, D5, E5, F5 e G5 até a linha 364. Confirmamos

nesta planilha que Pjg = 2255, pois este é o valor da célula G14.

Solugao para o item (b) de A.7

Figura 5.24: Questao do ENEM 2017 (INEP, [20217]).

QUESTAO 144

Um empréstimo foi feito & taxa mensal de i%, usando
juros compostos, em oito parcelas fixas e iguais a P.

O devedor tem a possibilidade de quitar a divida
antecipadamente a qualquer momento, pagando
para isso o valor atual das parcelas ainda a pagar.
Apds pagar a 5® parcela, resolve quitar a divida no ato
de pagar a 6 parcela.

A expressao que corresponde ao valor total pago pela
quitagdo do empréstimo &
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O item (b) é uma questdo do ENEM 2017 absolutamente algébrica, que aborda
a tematica do desconto de titulo de débito, decorrente da sua antecipacao. Mas, para
resolvé-la, basta utilizar o conhecimento basico da MF sobre como deslocar valores mo-

netarios no tempo.
Em particular, seré necessério realizar deslocamentos para o passado.

Esta questao pode ser trabalhada em um contexto introdutério da MF, em meio ao
estudo do regime de juros compostos (Capitulo 2) ou na abordagem das sequéncias de

pagamentos (Capitulo 3).

Vejamos o diagrama de fluxo de caixa que representa a situacao enunciada nesta

questao.

Figura 5.25: Fluxo de caixa de um empréstimo pago em 8 mensalidades de valor P.
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O valor Sy representado no diagrama acima é o saldo inicial, que corresponde &
quantia tomada emprestada. Como este valor nao seré utilizado para resolver o problema,
ele sequer foi mencionado. Mas grafamos ele aqui para uma observagao que faremos no

final desta solucao.

De acordo com o enunciado, o empréstimo opera com a taxa i% ao més de juros
compostos e o devedor resolve quitar sua divida no 6° més, ou seja, ele antecipara o
pagamento das duas tltimas mensalidades. Por esta antecipacao, havera um desconto
racional composto, calculado “por dentro” pela taxa mensal %, isto &, valores futuros

serao deslocados para o passado, mediante o fator de descapitalizagdo mensal 1/(1 +i%).

Consideremos que todos os pagamentos até o 5° més tenham sido efetuados sem
atraso (faltou isto ficar claro no enunciado da questao). Assim, o valor a ser pago no 6° meés
(data focal) para quitar o empréstimo é a soma de P (valor atual da 6* mensalidade) com
P/(1+i%) (valor atual da 7* mensalidade) e P/(1+1i%)? (valor atual da 8* mensalidade),
ou seja, o desembolso necessario para a quita¢ao no 6° meés é P+ P/(1+i%)+ P/(1+i%)>.

Evidenciando P e reescrevendo i% = i/100 na expressao acima, concluimos que a

alternativa correta é a letra “A”.

8
Observemos ainda que Sy = > P/(1 +i%)*, onde i% ao més denota o custo do
k=1

empréstimo, ou seja, é a sua TTR.
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Solugao para o item (c) de A.7

Figura 5.26: Questdo do ENEM 2018 (INEP, [20217]).

QUESTAO 165

Um contrato de empréstimo prevé que quando uma
parcela & paga de forma antecipada, conceder-se-4 uma
redugéo de juros de acordo com o periodo de antecipacgao.
Messe caso, paga-se o valor presente, que & o valor,
naquele momento, de uma quantia que deveria ser paga
em uma data futura. Um valor presente P submetido a
juros compostos com taxa J, por um periodo de tempo n,
produz um valor futuro V determinado pela férmula

V=P (1+i)"

Em um contrato de empréstimo com sessenta
parcelas fixas mensais, de R$ 820,00, a uma taxa de
juros de 1,32% ao més, junto com a trigésima parcela
sera paga antecipadamente uma outra parcela, desde
que o desconto seja superior a 25% do valor da parcela.

Utilize 0,2877 como aproximagdo para In (i) e
0,0131 como aproximacgao para In (1,0132).

A primeira das parcelas que podera ser antecipada junto
coma3liéa

562

552

52s

51s

452

POoRPOO

O item (c) ¢ uma questdao do ENEM 2018 que trata novamente do pagamento ante-

cipado de uma prestagao, mediante um desconto calculado no regime de juros compostos.

O enunciado j4 fornece a formula V' = P.(144)", onde P ¢é o valor presente submetido
a juros compostos com taxa ¢, que, apés n periodos de 7, produz o valor futuro V. Esta
formula equivale ao teorema T-2.1, mas, no contexto da questao, P é o valor atual da

prestacao, cujo valor nominal na data do seu vencimento é V.

Temos um empréstimo com taxa de juro mensal 1,32% e o fluxo de caixa abaixo.

Figura 5.27: Fluxo de caixa de um empréstimo pago em 60 mensalidades de 820 reais.
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Outros dados do problema sao que junto com a trigésima prestacao, sera paga
antecipadamente outra, desde que o desconto supere 25% do seu valor. Assim, o valor da
prestacao antecipada deve ser P < (75%).820 = 615.

A questao pede a posicao 30+n da primeira das prestacoes que podera ser antecipada
junto com a 30%, tal que 820 = 615.(1 4+ 1,32%)™. Multiplicando os dois membros por
1/615, obtemos 4/3 = (1,0132)".

Observando que foram dados In(4/3) = 0,2877 e In(1,0132) = 0,0131, apliquemos o
logaritmo natural na equagao anterior: In(4/3) = In(1,0132)". Dai, (0,2877) = n.(0,0131).
Logo, n = (0,2877)/(0,0131) = 2877/131 = 21,962. Nesta ocasido, ¢ recomendavel uma
visita a0 APENDICE E.

Para que seja P < 615, devemos ter n > 21,962. Portanto, n = 22, donde concluimos
que a prestagao a ser antecipada junto com a 302 é a de posi¢ao 30 + 22 = 52. Assim, a

alternativa correta é a letra “C”.
Notemos que, para n = 21, terfamos P = 820/(1 + 1,32%)%' = 622,61 > 615.
Na HP12c, obtemos n = 22 teclando:

[£]][cral || (]| -1]8]] (21| [i]]|[6] | (11| (5] | [cHs] | (PV] ][ 8] | [2] ] [o] | [(FV] || [m] |

Verificamos que a 52% mensalidade tem, de fato, valor P < 615, no 30° més, teclando:

[f]][CLa] | [sTO] | [EEX] || [2]| (2] | 0] || [1]] - 1] 8] | [2] | [i]] (8] (21 [0] | [cHS] | (FV] || [PV]].

Obtemos assim R$ 614,50. O resultado é menor que os R$ 615 porque o prazo
n = 22 ¢ uma aproximagao que a HP12c¢ realiza automaticamente, conforme explicamos

no Capitulo 4.

Calculamos o valor R$ 622,61 da 512 mensalidade no 30° més, teclando:

[f]][cLa] || [sTO]| [EEX] || [2]|[1] | [n] || (1]] -1] 8] ] 12] | [i] ] (8] | [2] ] [o] | [CHS] | V] || [PV]|.

Isto prova que a 522 prestacao ¢ realmente a primeira que nao supera os R$ 615.

Podemos obter o valor exato do n no Excel pela formula =NPER(1,32%; ; 615; -820).
O programa retorna 21,93762. Este valor s6 nao coincide precisamente com o primeiro

valor obtido para n porque os logaritmos utilizados sao aproximagoes.

Uma planilha Excel também poderia ser construida para representar esse conjunto

de fluxos de caixa a partir da 30* mensalidade, mas isto fica como exercicio.

Notemos ainda que o prazo n nao depende do valor nominal V' da prestacao no
vencimento e do seu valor atual P quando o pagamento é antecipado. Afinal, é dado que
P < (75%).V. Assim, basta substituir P por (3/4).V na féormula enunciada para obter
n, ou seja, temos V = (3/4).V.(1 + 1,23%)", donde (4/3) = (1,0123)". Esta ¢ a mesma
equagcao exponencial obtida antes a partir de V' =820 e P = 615.
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Solugao para o item (d) de A.7

Figura 5.28: Questdo do ENEM 2019 (INEP, [20217]).

Questio 154

Uma pessoa se interessou em adquirir um produto
anunciado em uma loja. Negociou com o gerente e
conseguiu compra-lo a uma taxa de juros compostos
de 1% ao més. O primeiro pagamento serda um més
apds a aquisicao do produto, e no valor de R$ 202,00.
O segundo pagamento sera efetuado um més apods o
primeiro, e tera o valor de R$ 204,02. Para concretizar a
compra, o gerente emitira uma nota fiscal com o valor do
produto a vista negociado com o cliente, correspondendo
ao financiamento aprovado.

O valor a vista, em real, que devera constar na nota
fiscal & de

398,02.
400,00.
401,94.
404,00.
406,02.

@eO@0O0O

O item (d) é uma questao do ENEM 2019 que trata mais um vez de parcelamentos.
Agora, devemos considerar a cobranca da taxa de juros compostos de 1% ao més na venda
de um produto em duas prestacoes mensais, sem entrada. Vejamos abaixo o diagrama

deste fluxo de caixa.

Figura 5.29: Fluxo de caixa do parcelamento em duas vezes.

C

;

Analogamente ao que vimos nas questoes anteriores, o valor a vista procurado é
C = 202,00/(1 + 1%)* + 204,02/(1 + 1%)?. Esta conta pode ser rapidamente efetuada
com auxilio de uma calculadora, mas o ENEM nao admite o uso de recursos tecnologicos.

Entao, antes de mostrarmos como utiliza-los, vejamos como calcular C' sem eles.
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Uma maneira seria o célculo aritmético direto: €' = 202,00/(1,01)'+204,02/(1,01)
202,00/(1,01) + 204,02/(1,0201) = 20200/101 + 2040200/10201 = 200 + 200 = 400. Po-
rém, com um pouco de algebra e experiéncia com porcentagens, podemos resolver de uma

forma menos trabalhosa.

E facil ver que (1%).200 = 2, donde 200.(14+1%) = 202, e que (1%).202 = 2,02, donde
202.(1 + 1%) = 204,02. Assim, temos 202,00 = 200.(1 + 1%)1 e 204,02 = 200.(1 + 1%)2.

Logo, de C' = 202,00/(1 + 1%)"' + 204,02/(1 + 1%)?, obtemos:
C =200.(1+1%)' /(1 +1%)' +200.(1 + 1%)?/(1 + 1%)?* = 200 + 200 = 400.
Portanto, a alternativa correta é a letra “B”.

Na HP12c, obtemos C' teclando:

[£]][cral | (1] [i]]|[2]] (0] | (2] | lg] | PMT) | [2]] [0] | [4]| - 1] (0] | 2] | le] | P} || [£] | [PV

Nesta solugao, registramos a taxa de 1% ao més e os dois fluxos de caixa: 202,00 no
primeiro [CF;j] e 204,02 no segundo [CFj]. Em seguida, solicitamos o valor presente liquido
acionando [VPL]. O resultado foi o esperado porque, ao nao inserirmos valor algum em

[CFy|, consideramos o fluxo de caixa inicial nulo.

Com raciocinio anélogo, podemos obter C' = 400 no Excel pela seguinte férmula

=VPL(1%; 202; 204,02).

5.8 Oitava atividade: A.8

Esta é uma atividade constituida por 8 partes que devem ser desenvolvidas conse-
cutivamente. As partes devem ser apresentadas uma de cada vez e pode ser necessario

mais de uma aula para desenvolvé-las.

Esta atividade é propicia para um trabalho & distancia, mas também pode ser tra-

balhada presencialmente.

5.8.1 Enunciado da oitava atividade

A.8 Considere as seguintes hipoteses iniciais:

1) Voceé tem 12 receitas mensais fixas que somam R$ 4000 a cada més.
2) Voceé tem 12 despesas mensais fixas que somam R$ 3000 a cada més.

3) Vocé ainda nao possui uma reserva de emergéncia.

Destas hipoteses, serao propostas variadas situacoes financeiras distribuidas em 8

partes, que exigirao tomadas de decisoes, buscando maximizar ganhos e minimizar perdas.
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Atente ainda para as regras abaixo.

Primeiramente, cada nota sera proporcional ao saldo do 12° més, no final da ativi-

dade. Trataremos deste calculo em momento oportuno.

Da parte (1) até a parte (7),

e quem levar menos de 5 minutos para fazer o que for pedido em cada parte recebera

bonus de R$ 500 no respectivo més;

e quem demorar de 5 a 10 minutos em cada parte recebera bonus de R$ 200 no

respectivo meés;

e quem extrapolar 10 minutos para cumprir cada tarefa nao sera bonificado no res-

pectivo meés.

Na parte (8), quem acertar o calculo da sua pontuagao terd 1 ponto extra. Este
ponto nao é cumulativo, mas é donativo. O aluno podera utilizéd-lo para si ou doé-lo para

um colega. Cada aluno, porém, pode acrescentar apenas 1 ponto extra a sua nota.

As partes que constituem esta atividade estao enumeradas a seguir:

(1) Construa sua planilha or¢amentéaria de 12 meses consecutivos, levando em conta
os dados anteriores. No Excel, enumere os meses de 1 a 12 na coluna A, insira as

receitas na coluna B, as despesas na coluna C e os saldos acumulados na coluna D.

(2) No final do primeiro més, aplique seu saldo mensal numa Caderneta de Poupanga,
com rentabilidade de 0,4% ao més e liquidez diaria. Desta forma, seus saldos do
segundo més em diante serao acrescidos de juros. Para que o Excel calcule automa-

ticamente, sera preciso alterar algumas formulas da planilha anterior.

(3) No terceiro més, decida entre comprar um livro a vista por R$ 600 ou a prazo em
seis prestagoes mensais postecipadas e iguais a R$ 101. A opcao escolhida deve ser
a mais vantajosa. Se escolher a compra a vista, esta serd uma nova despesa no meés
3. Se optar pelo parcelamento, acrescente as prestagoes as despesas dos meses nos

quais ocorrerao os pagamentos.

(4) Antes de iniciar o més 4, escolha do modo mais adequado & sua condigdo se vai

manter seu dinheiro na Poupanca ou realoca-lo em uma das alternativas abaixo:

— Titulo Federal com rentabilidade liquida de 0,7% ao més e possibilidade de

resgate diario sem desconto pela antecipacao;

— Acgoes da empresa X com expectativa de rentabilidade liquida em torno de 12%
ao ano, capitalizada mensalmente, que tem vencimento no final do ano corrente

(cobra-se 10% de multa sobre o valor que for resgatado antecipadamente).
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(5) No final do quinto més, utilize R$ 3900 para algo urgente e inadiavel. Explique se

o investimento escolhido na parte (4) foi ou nao foi a melhor opgao.

(6) No final do sexto més, decida entre trocar ou nao o seu carro por outro, pagando
a diferenca de R$ 1000. Considere que os dois carros supram plenamente as suas
necessidades e que esta troca acarrete economia de R$ 250 por més com combustivel.

A decisao precisa ser a mais vantajosa.

(7) Determine se é melhor receber seu 132 salario de uma s6 vez no final do més 12 ou
receber metade no final do més 7 e metade no final do més 12. Suponha que 90%

da sua receita mensal corresponda ao seu salério.

(8) No ultimo dia do més 8, venda por R$ 3000 um bem que néo tenha utilidade alguma
para vocé e calcule seus pontos de modo proporcional ao saldo do més 12, sabendo
que 10 pontos estao para R$ 19699,27. Considere que nao haja novas movimentacoes

financeiras nos meses 9, 10, 11 e 12.

5.8.2 Solucoes da oitava atividade

Apresentaremos aqui as solugoes das oito partes que irao gerar o maior saldo possivel.

Este é o saldo que correspondera & nota maxima 10.

Solugao da parte (1) de A.8

Vejamos uma maneira rapida de construir a planilha solicitada. Primeiro redimen-
sionamos as colunas A, B, C e D com largura 15. Em seguida, inserimos 1 em Al, 2
em A2, selecionamos estas células e as copiamos pelo “método do arrasto” até a linha 12.
Digitamos entdao 4000 em B1 e B2, -3000 em C1 e C2, 1000 em D1 e =D1 + B2 + C2

em D2. Depois “arrastamos” B2, C2 e D2 até a linha 12 pelo mesmo método anterior.

A planilha apresentada desta forma esta correta, mas também é possivel acrescentar
um cabecalho, destacar caracteres utilizando cores diferentes, negrito ou italico, fixar duas
casas decimais para valores monetarios, acrescentar contornos nas células etc. O mais

importante é que o saldo do més 12 seja 12000 reais.

Conforme uma das regras da atividade, quem acertar esta construcao em menos de 5
minutos devera acrescentar 500 reais no més 1. Deste modo, a planilha fica como a figura
5.30. Nesta solugao, optamos por uma forma bastante basica, na qual omitimos cabecalho,
usamos “Formato de Numero de Contabilizagao” nas células com valores monetarios e
consideramos valores relativos para receitas e despesas, atribuindo sinal negativo para
estas. Uma alternativa seria substituir os sinais por cores diferentes, mas isto iria requerer

mudancas nas formulas anteriores.
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Figura 5.30: Planilha Excel orgamentéria referente a parte (1) de A.8.

L= = R I s R N L

o
| % B

A

L= e R = B B R LR R N

Rl
(= =]

RS
RS
RS
RS
RS
RS
RS
RS
RS
RS
RS
RS

B

4.500,00
4,000, 00
4.000,00
4,000, 00
4.000,00
4,000, 00
4.000,00
4,000, 00
4.000,00
4,000, 00
4.000,00
4,000, 00

Solucao da parte (2) de A.8

-RS
-R$
-RS
-R$
-R5
-R$
-RS
-R$
-RS
-R$
-R5
-R$

C

3.000,00
3.000,00
3.000,00
3.000,00
3.000,00
3.000,00
3.000,00
3.000,00
3.000,00
3.000,00
3.000,00
3.000,00

RS
RS
RS
RS
RS
RS
RS
RS
RS
RS
RS
RS

D
1.500,00
2.500,00
3.500,00
4.500,00
5.500,00
8.500,00
7.500,00
8.500,00
9.500,00
10.500,00
11.500,00
12.500,00

A partir desta parte, realizamos apenas alteragoes na planilha anterior decorrentes

das movimentagoes financeiras enunciadas. Na parte (2), basta substituirmos a férmula
da célula D2 por =D1%*1,004 + B2 + C2 e copiarmos por “arrasto” até D12.

Note que multiplicamos D1 por 1,004 porque o saldo anterior R$ 1500 rendera 0,4%

até completar o 22 més, devido & aplicacao na Caderneta de Poupanca.

Desta forma, o saldo em D12 sera R$ 12790,00. Quem encontra-lo em menos de 5

minutos devera acrescentar a receita de R$ 500 aos R$ 4000 da célula B2. A planilha

ficara como na figura abaixo.

Figura 5.31: Planilha Excel orgamentéaria referente a parte (2) de A.8.

W00 = o bh e o Ra

R g
ra | = 3

A

W00 =] L s b

=
M= O

RS
RS
RS
RS
RS
RS
RS
RS
RS
RS
RS
RS

E

4.500,00
4.,500,00
4.000,00
4,000,00
4.000,00
4,000,00
4.000,00
4,000,00
4.000,00
4,000,00
4.000,00
4,000,00

-R$
-R$
-R$
-R$
-RS
-R$
-R$
-R$
-R$
-R$
-RS
-R$

i

3.000,00
3.000,00
3.000,00
3.000,00
3.000,00
3.000,00
3.000,00
3.000,00
3.000,00
3.000,00
3.000,00
3.000,00

RS
RS
RS
RS
RS
RS
RS
RS
RS
RS
RS
RS

D
1.500,00
3.006,00
4.018,02
5.034,10
6.054,23
7.078,45
8.106,76
9.139,19
10.175,75
11.216,45
12.261,32
13.310,36
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Solucao da parte (3) de A.8

H4 varias maneiras igualmente rapidas de resolver esta parte. Podemos comparar as
duas opgoes de pagamento a partir de seus valores presentes, do custo do parcelamento,

do acréscimo das respectivas despesas a planilha, entre outros modos.

Mediante a taxa de 0,4% ao més, calculamos o valor presente dos 6 pagamentos
postecipados de R$ 101 pela formula =VP(0,4%; 6; -101). O resultado R$ 597,61 sig-
nifica um gasto menor que os R$ 600 da compra a vista. Observamos ainda que 597,61

6
corresponde a > 101/[1 — (1 + 0,4%)*] *= 101.[1 — (1,004)¢] /(0,004) (vide T-3.1).
k=1

Chegariamos & mesma conclusao calculando a taxa de juro da compra parcelada
pela formula =TAXA(6; -101; 600). O resultado 0,285% ao més indica que o custo do

parcelamento é menor que o rendimento de 0,4% ao més da Poupanca.

Outra maneira de comparar a compra a vista com a parcelada é analisa-las dire-
tamente na planilha previamente construida. Acrescentando a despesa de R$ 600 no 3°
més, obtemos R$ 12688,41 no 12° més. Acrescentando R$ 101 nos meses 4, 5, 6, 7, 8 ¢ 9,
obtemos R$ 12690,89 no 12° més. Portanto, realmente vale mais a penas parcelar do que

pagar a vista.

Quem tirar esta conclusao, justificando-a de algum dos modos descritos acima ou
de outro, em menos de 5 minutos, terd mais R$ 500 no més 3. Apods esta atualizacao,

obtemos a planilha a seguir.

Figura 5.32: Planilha Excel or¢amentéaria referente a parte (3) de A.8.

A B C D .
1 1 RS 450000 -RS  3.000,00 RS  1.500,00
2 2 RS  4.500,00 -R$  3.000,00 RS  3.006,00
3 3 RS  4.500,00 -R$  3.000,00 RS  4.518,02
4 4 RS  4.000,00 -R$  3.101,00 RS  5.435,10
5 5 RS  4.000,00 -RS  3.101,00 RS  6.355,84
6 6 RS  4.000,00 -R$  3.10L,00 RS  7.280,26
7 7 RS  4.000,00 -RS  3.10L,00 RS  8.208,38
8 8 RS  4.000,00 -R$  3.10L,00 RS  9.140,21
g 9 RS  4.000,00 -RS  3.10L,00 RS  10.075,78

—h
=
[
=

R$  4.000,00 -RS  3.000,00 RS  11.116,08
RS  4.000,00 -RS  3.000,00 RS  12.160,54
R$  4.000,00 -RS  3.000,00 RS  13.209,18

—h
[
=
Pl
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Solucao da parte (4) de A.8

Para resolver esta parte, deve ser observado a principio que nao se dispoe de uma
reserva de emergéncia (hipotese inicial 3). Isto significa que o investimento a ser escolhido
necessita ser seguro e ter alta liquidez. A Caderneta de Poupanga e o Titulo Federal
suprem estas necessidades, mas as agoes da empresa X nao. Logo, esta opgao deve ser
descartada, apesar de 12% ao ano com capitalizacdo mensal representar 1% ao més, que

¢ uma rentabilidade maior que as taxas mensais de juros das outras duas aplicagoes.

Este descarte pode parecer dificil de ser feito devido a tentadora rentabilidade das
acoes da empresa X, mas é imprescindivel. Neste contexto, cabe uma breve reflexao sobre

promessas enganosas de ganhos elevados e sem riscos.

Entre a Poupanca, que rende 0,4% ao més, e o Titulo Federal, que rende 0,7% ao
més, é 6bvio que este é mais vantajoso que aquela. Além do fato evidente de o Titulo
Federal ter maior rentabilidade, ele também tem maior seguranca do que a Poupanca,
pois é garantido pelo Governo Federal, em vez do FGC (Fundo Garantidor de Crédito),
que é uma instituicao privada responsavel pela protecao das poupancas, dos CDBs, das

LClIs entre outros.

Escolhendo, portanto, o Titulo Federal, basta alterarmos a féormula da célula D4
para =D3*1,007 + B4 + C4 e a copiarmos para as oito células abaixo pelo “método de
arrasto”. O saldo do 122 més sera R$ 13437,17 e quem o obtiver, mediante as justificativas
anteriores, em menos de 5 minutos, recebera R$ 500 de bonus a serem acrescidos na célula

B4. A planilha resultante esta na figura a seguir.

Figura 5.33: Planilha Excel orgamentéria referente a parte (4) de A.8.

A E C D
1 1 RS 4.500,00 -RS 3.000,00 RS 1.500,00
2 2 RS 4.500,00 -RS 3.000,00 RS 3.006,00
2 3 RS 4.500,00 -RS 3.000,00 RS 4.518,02
4 4 RS 4.500,00 -RS 3.101,00 RS 3,948,635
3 5 RS 4.000,00 -RS 3.101,00 RS 6.889,29
] 6 RS 4.000,00 -RS 3.101,00 RS 7.836,52
7 7 RS 4.000,00 -RS 3.101,00 RS 8.790,37
8 8 RS 4.000,00 -RS 3.101,00 RS 9.750,90
g 3 RS 4.000,00 -RS 3.101,00 RS 10.718,16
10 10 RS 4.000,00 -RS 3.000,00 RS 11.793,19
11 11 RS 4.000,00 -RS 3.000,00 RS 12.875,74

—
ra
=
=]

RS 4.000,00 -RS 3.000,00 RS  13.965,87
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Solucao da parte (5) de A.8

Esta parte da atividade serve, principalmente, para eliminar qualquer possivel di-
vida que tenha ficado sobre a parte (4), pois quem tiver escolhido as ag¢oes da empresa
X sofrerd muito mais do quem nao a tiver escolhido. Logo apods efetuar o pagamento
de R$ 3900 no més 5, no caso das acoes, serd cobrada ainda uma multa de R$ 390, que
implicara reducao no saldo significativamente maior do que nas outras opgoes, pois elas
tém liquidez diaria.

Isto porque a inexisténcia da reserva de emergéncia obriga que, para cobrir todo
gasto extra, quantia seja retirada da aplicacao.

Retornando ao caso do investimento no Titulo Federal, basta realizar duas alteracoes
na planilha. Primeiro a despesa de R$ 3900 vai para a célula C5. Se o aluno obtiver saldo

R$ 9870,71 no més 12, recebera R$ 500 no més 5. Assim, se chega na tabela a seguir.

Figura 5.34: Planilha Excel orgamentéria referente a parte (5) de A.8.

A E s D
1 1 RS 4.500,00 -RS 3.000,00 RS 1.500,00
2 2 RS 4.500,00 -RS 3.000,00 RS 3.006,00
3 3 RS 4.500,00 -RS 3.000,00 RS 4.518,02
4 4 RS 4.500,00 -RS 3.101,00 RS 5.948,65
] 5 RS 4.500,00 r—R$ 7.001,00 RS 3.489,23
B 6 RS 4.000,00 -RS 3.101,00 RS 4.412,72
7 7 RS 4.000,00 -RS 3.101,00 RS 5.342,60
8 8 RS 4.000,00 -RS 3.101,00 RS 6.279,00
g 9 RS 4.000,00 -RS 3.101,00 RS 7.221,96

10 10 RS 4.000,00 -RS 3.000,00 RS 8.272,51
11 11 RS 4.000,00 -RS 3.000,00 RS 9.330,42
12 12 RS 4.000,00 -RS 3.000,00 RS  10.395,73

Solugao da parte (6) de A.8

Uma despesa de R$ 1000 no 6° més ¢ coberta pela economia mensal de R$ 250 antes
de completar o 102 més, tendo em vista que o dinheiro esta rendendo em uma aplicagao
financeira. Para verificar isto, basta aumentar a despesa do 62 més somando —R$ 1000
aos —R$ 3101 da célula C6 e reduzir as despesas das células abaixo (de C7 até C12) em
R$ 250. O saldo do 12° més sera R$ 10879,48, um valor maior do que os R$ 10395,73

anteriores (saldo que permaneceria o mesmo no caso de o carro nao ser trocado).

Além disto, novamente, havera o recebimento de bonus de R$ 500. Registrando esta

receita no més 6, a planilha ficara da seguinte forma.
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Figura 5.35: Planilha Excel orgamentéria referente a parte (6) de A.8.

A E C D
1 1 RS 4.500,00 -RS 3.000,00 RS 1.500,00
2 2 RS 4.500,00 -RS 3.000,00 RS 3.00a,00
3 3 RS 4.500,00 -RS 3.000,00 RS 4.518,02
4 4 RS 4.500,00 -RS 3.101,00 RS 53,948,635
3 5 RS 4.500,00 -RS 7.001,00 RS 3.489,29
& 6 RS 4.500,00 -RS 4.101,00 RS 3.912,72
7 7 RS 4.000,00 -RS 2.851,00 RS 5.089,10
8 8 RS 4.000,00 -RS 2.851,00 RS 8.273,73
9 3 RS 4.000,00 -RS 2.851,00 RS 7.466,64
10 10 RS 4.000,00 -RS 2.750,00 RS 8.768,91
11 11 RS 4.000,00 -RS 2.750,00 RS  10.080,29
12 12 RS 4.000,00 -RS 2.750,00 RS  11.400,86

Solugao da parte (7) de A.8

Se nao houver desconto pela antecipacao de uma receita entao, obviamente, devemos

antecipa-la. Assim como é 6bvio que nao se deve antecipar uma despesa sem desconto.

Em particular, é preferivel receber o 13° salario, que seria pago inteiramente no més

12, antecipando a metade para o més 7. Como o 13 salario ¢ 90% de R$ 4000 entao sua

metade é R$ 1800. Acrescentamos esta receita ao 72 e ao 122 més.

Pelo acerto desta solugao, recebe-se ainda o bonus de R$ 500 no més 7. Dai, obtemos
a tabela a seguir.

Figura 5.36: Planilha Excel or¢amentéaria referente a parte (7) de A.8.

A E C D
1 1 RS 4.500,00 -RS 3.000,00 RS 1.500,00
2 2 RS 4.500,00 -RS 3.000,00 RS 3.006,00
3 3 RS 4.500,00 -RS 3.000,00 RS 4,518,02
4 4 RS 4.500,00 -RS 3.101,00 RS 5.948,65
5 5 RS 4.500,00 -RS 7.001,00 RS 3.489,29
6 6 RS 4.500,00 -RS 4.101,00 RS 3.913,72
7 7 RS 6.800,00 -RS 2.851,00 RS 7.889,10
8 8 RS 4.000,00 -RS 2.851,00 RS 9.093,33
9 9 RS 4.000,00 -RS 2.851,00 RS  10.305,98
10 10 RS 4.000,00 -RS 2.750,00 RS  11.628,12
1 11 RS 4.000,00 -RS 2.750,00 RS  12.959,52
12 12 RS 5.800,00 -RS 2.750,00 RS  16.100,24
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Solucao da parte (8) de A.8

Nesta parte, basta identificarmos a venda como uma receita de R$ 3000 no meés 8
para obtermos o bonus de R$ 500 no mesmo més. Apods o acréscimo destas quantias,

chegamos na planilha da figura 5.37.

Figura 5.37: Planilha Excel orgamentéaria referente a parte (8) de A.8.

A B C D

1 1 RS 450000 -RS  3.000,00 RS  1.500,00
2 2 RS  4.500,00 -R$  3.000,00 RS  3.006,00
3 3 RS  4.500,00 -R$  3.000,00 RS  4.518,02
4 4 RS  4.500,00 -R$  3.101,00 RS  5.948,65
5 5 RS  4.500,00 -RS  7.001,00 RS  3.489,29
6 6 RS  4.500,00 -R$  4.10L,00 RS  3.912,72
7 7 RS  6.800,00 -RS  2.851,00 RS  7.889,10
8 8 RS  7.500,00 -R$  2.851,00 RS  12.593,33
g 9 RS  4.000,00 -R$  2.851,00 RS  13.830,48

—h
=
[
=

R$  4.000,00 -RS  2.750,00 RS  15.177,30
RS  4.000,00 -RS  2.750,00 RS  16.533,54
R$  5.800,00 -RS  2.750,00 RS  19.699,27

-t —h
[
=
Pl

Mas, para encerrar a atividade A.8, falta calcular a quantidade de pontos proporci-
onal ao saldo final do més 12, considerando que nao haja novas movimentacoes financeiras
ap6s o 8° més, além da ja acrescida metade do 13° salario no més 12. Para isto, utiliza-
mos a informacao que 10 pontos correspondem ao saldo de R$ 19699,27. Como obtivemos

exatamente este saldo entao temos a nota méaxima 10.

O ato de acertar estes calculos acarreta 1 ponto extra, que nao é cumulativo mas é

donativo. Logo, o aluno que obtiver nota 10 poderé doar seu ponto extra para um colega.

Digamos que o aluno errasse apenas a solugao da parte (8), considerando que a
venda do bem por R$ 3000 fosse uma despesa em vez de uma receita. Desta forma, ele
chegaria ao saldo final R$ 13015,35 no 122 més e sua nota seria = tal que 2:/(13015,35) =
10/(19699,27), donde x = 6,61.

Se o aluno acertar este calculo, terda 1 ponto extra. Caso escolha utiliza-lo para si,
ficaria com a nota 7,61. Mas ele poderia se contentar com 6,61 pontos e preferir doar seu
ponto para um colega que ficou com nota 5,00. Desta forma, a atividade A.8 explora

também aspectos fraternais que vao muito além da MF.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

Este trabalho procurou contribuir para o ensino da Matematica Financeira (MF)
no Brasil em nivel basico, visando corrigir erros, aprimorar acertos e aproximar o aluno
do exercicio de direitos e deveres que o permita gerenciar bem seus recursos financeiros,
isto é, aproximé-lo da “Cidadania Financeira” (BCB, 2018). Destes direitos, obviamente,

a educagao é priorizada.

Em particular, a educagao financeira ¢ mencionada na BNCC (BRASIL, 2018) como
algo a ser alcancado mediante o estudo de conceitos de economia e financas. Além de
impulsionar o desenvolvimento de competéncias dos alunos, este estudo pode se constituir
em excelentes contextos para aplicagoes dos conceitos da MF e proporcionar outros que

permitam ampliar e aprofundar tais conhecimentos.

A educacao financeira nas escolas deve ser iniciada desde o Ensino Fundamental, mas
este trabalho foca no Ensino Médio porque, nesta etapa da vida, o aluno ja devera ter
tido experiéncias financeiras que possibilitem a ele concretizar a MF com maior facilidade,
variedade e aprofundamento. Mais precisamente, o momento ideal para abordar a MF,
nos moldes deste trabalho, é apoés o estudo de progressoes numeéricas, pois elas sao seus
pré-requisitos basicos. Assim, o 32 ano do Ensino Médio é a série mais indicada para se

explorar os principais conteiidos presentes nesta dissertacao.

Para o Ensino Médio, a BNCC (BRASIL, 2018) propde 43 habilidades em Matemé-
tica e suas Tecnologias, das quais, pelo menos 10 se relacionam com a MF (vide subsegao
1.1.5). Entre elas, interpretar criticamente situagoes econémicas, com ou sem apoio de
tecnologias digitais (EM13MAT101), interpretar taxas e indices de natureza socioecono-
mica (EM13MAT104), aplicar conceitos mateméaticos no planejamento, na execuc¢ao e na
analise de acoes envolvendo a utilizacao de aplicativos e a criacao de planilhas para to-
mada de decisdes (EM13MAT203), interpretar e comparar situagoes que envolvam juros,
por meio de representacoes graficas ou anélise de planilhas, destacando o crescimento
linear ou exponencial de cada caso (EM13MAT303) e resolver problemas com fungoes
exponenciais em contextos da MF (EM13MAT304).
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Espera-se que este trabalho possa colaborar significativamente para o desenvolvi-
mento destas e outras habilidades, tais como: associar juros compostos com PG e fungao
exponencial; associar juros simples com PA e funcao polinomial do 1° grau; e resolver,
de modo aritmético, algébrico e tecnologico, variadas questoes envolvendo estes regimes,
além de situagoes-problema tratando de capitalizacao mista, sistemas de amortizacoes e

investimentos financeiros. Tudo isto sempre na busca pela formacao do cidadao financeiro.

A fim de atingir os objetivos acima, foram consultados livros, apostilas, manuais,
tutoriais, documentos legais, video-aulas e outros materiais, todos devidamente referen-
ciados apos estas consideracoes finais, que serviram de alicerce para a edificacao deste
trabalho. A partir de uma longa pesquisa bibliografica e de experiéncias pessoais minis-
trando aulas de MF em escolas publicas piauienses, foi elaborada uma sequéncia didatica
concisa, precisa e conectada com a realidade, versando sobre os assuntos da MF habitu-
almente trabalhados no Ensino Médio e outros que, apesar de nao serem, também estao

muito presentes na vida do cidadao comum.

As motivagoes para a realizacao deste trabalho foram mencionadas na sua introdu-
gao (Capitulo 1). A principal ¢é a deficiéncia do ensino da MF no Brasil comprovada, por
exemplo, pelos resultados do PISA e pelos elevados ntimeros de brasileiros inadimplen-
tes, vitimas de fraudes financeiras e ignorantes quanto aos investimentos disponiveis no

mercado.

Outro motivo para se realizar este estudo da MF é a atratividade espontanea dos
jovens pelo dinheiro e pela tecnologia. Isto pode ser usado a favor da Matemética, que,
frequentemente, é colocada pelos alunos como uma das matérias de menor interesse e

mailor aversao.

A facilidade de contextualizar questoes financeiras e recursos tecnoldgicos especificos
para lidar com elas ao cotidiano dos alunos pode ser um propulsor para a mudanca de

opiniao dos jovens aprendizes em relagao a Matematica.

A tecnologia, muito mais do que 1util, acessivel e atrativa, é indispensavel em de-
terminadas situagoes da MF (vide capitulos 4 e 5). Além disto, o MEC recomenda
veementemente o seu uso. Entao nao existe uma razao légica que justifique nao utilizar

recursos tecnolégicos em sala de aula.

Apos ser estabelecida a tematica central desta dissertacao, faltava descobrir como
diferencia-la de tantas outras que tratam do mesmo assunto. Em dezembro de 2020,
somente no site do PROFMAT identificamos mais de uma centena de dissertagoes abor-
dando a MF (PROFMAT, [201-|). Nesta pesquisa, nao encontramos, porém, mengao a
“Cidadania Financeira”. Assim, um dos primeiros diferenciais buscados com este trabalho

foi explorar a MF como ferramenta béasica para a construgao desta cidadania.

Neste sentido, foi considerada a definicao da MF como ramo da Matematica dedicado

ao estudo da relagao entre o valor do dinheiro e o tempo com o propésito de contribuir
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para a formacgao de cidadaos habilitados a viverem num mundo que se tornou ao longo

dos anos predominantemente capitalista, tendo em vista que a MF ¢é a “linguagem de
alfabetizacao” para este mundo (CASTELO BRANCO, 2016).

Sobre este alicerce, a MF foi contextualizada sob varios aspectos (social, cultural,
historico, educacional, legal), no Capitulo 1, e, nos capitulos seguintes, foi organizada
numa sequéncia didaticamente coerente com a ocorréncia dos assuntos na préatica cotidi-
ana. Por isto, os juros compostos foram priorizados e tratados como regra geral, enquanto

que os juros simples foram abordados como excecao a esta regra.

Destacam-se como inovagoes do Capitulo 2, as definigdes destes dois regimes por
recorréncia (D-2.1 e D-2.2) e a caracterizagao da capitaliza¢ao mista a partir deles. Esta,
que raramente ¢é explorada em nivel médio, consiste no principal uso da “convencao linear”
em cobranga de juros. O teorema associado a ela (T-2.3), onde se empregou o conceito

de “parte inteira”, ¢ uma modelagem matematica inédita na bibliografia consultada.

No Capitulo 3, também se inovou com a unificagao de assuntos que costumam ser
trabalhados em separado, observando-se que empréstimos e investimentos sao essencial-
mente a mesma operacao financeira. A diferenga é apenas a perspectiva, que pode ser a
do devedor ou a do credor. Neste capitulo, exploramos os conceitos de TIR, VPL, PBD

e sistemas de amortizacao, tudo incluso no estudo das “sequéncias de pagamentos”.

Considerando as recomendacgoes do PISA, do MEC, da ENEF, de grandes especialis-
tas da area e a nossa experiéncia profissional, optou-se por uma abordagem inicialmente
aritmética e algébrica da MF. Além disto, procurou-se, sempre que possivel, partir do
particular para o geral, ou seja, os contetidos sao introduzidos por exemplos numéri-
cos e alguns deles sao generalizados em férmulas. Os teoremas estao demonstrados ou
acompanhados de dicas para tais demonstracoes, pois levou-se em conta a necessidade de
desenvolver a abstragao matematica no Ensino Médio - algo muito dificil de se ver em

livros didéticos deste nivel.

Posteriormente, no Capitulo 4, exemplos sao retomados para novas abordagens utili-
zando tecnologias digitais. Deste capitulo, destacam-se as metodologias intradisciplinares
adotadas e a objetividade das explicacoes, evidenciando o uso da HP12c e do Excel como

facilitadores na resolucao de problemas financeiros.

Ainda no contexto das contribuigoes criativas, vale ressaltar que todos os conceitos,
os exemplos, as notagoes, os esquemas de cores e as figuras, como o diagrama resumo
(subsecao 2.4.5), os diagramas de fluxo de caixa, as tabelas e os gréficos, foram cuida-
dosamente pensados para otimizar o processo ensino-aprendizagem. Buscou-se assim,
estruturar o trabalho de modo harmonioso, conciliando constantemente a teoria com a
pratica, a intuicao com a formalidade matemaética, a parte textual com as ilustragoes,

esperando, com isto, proporcionar uma leitura o mais agradéavel possivel.

Para finalizar o estudo da MF, no Capitulo 5, foram apresentadas oito atividades
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a serem desenvolvidas em sala de aula, que permitem exercitar e avaliar os conhecimen-
tos apreendidos nos capitulos anteriores. As atividades sao acompanhadas de diferentes
possibilidades resolutivas (aritméticas, algébricas e tecnologicas). A tltima delas merece
atencao especial por algumas de suas caracteristicas inovadoras, como o fato de explorar
o uso do Excel, retomando praticamente todos os assuntos estudados em uma situacao

que, apesar de hipotética, é absolutamente realista.

A abrangéncia e a completeza dos conteidos abordados também pode ser consi-
derada uma inovagao desta dissertacao. Nas palavras do professor Dr. Manoel Vieira
de Matos Neto (UFPI), este trabalho é um “livro de bolso”, um manual muito 1til para

qualquer professor que pretende ministrar um curso de MF.

Uma observagao final é que esta dissertagao nao encerra os esforgos necessarios para o
aprimoramento e o aprofundamento do ensino da MF nas escolas brasileiras. Ao contrario
disto, pretende-se tomar o presente trabalho como ponto de partida para outras pesquisas

e para a elaboragao de novos materiais.
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Apéndice A - Simbolos e notacoes

Utilizamos neste trabalho os algarismos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ¢ 9 do sistema

numérico decimal “hindu-ardbico”, além dos caracteres e notacoes abaixo.

Figura 1: Tabela de simbolos matematicos.

Simbolo Significado Simbolo Significado
+ mais € pertence a
- menos ¢ nao pertence a
. vezes - estd contido em
ou / dividido por 04 nao estd contido em
= igual a D contém
#+ diferente de i) ndo contém
= aproximadamente igual a U UnNLao
> maior que N mtersecao
< menor que X produto cartesiano
> maior que ou igual a N conjunto dos numeros naturais
< menor que ou igual a Z. conjunto dos mumeros inteiros
v para todo Q conjunto dos numeros racionais
= existe I conjunto dos nimeros irracionais
39 nao existe R conjunto dos numeros reais
| tal que - implica
|| modulo ou valor absoluto de x <~ equivale a
|z parte inteira de x > somatorio
x/y ou % fracao x sobre y I produtdrio
goud} conjunto vazio 00 infinito
Observagoes:
n n
. ap =Y pag=a1+a+az+---+a,e [[ ap=[[_, ax =ai.as.as..... -
k=1 k=1

e Se a soma ou o produto acima tiver infinitos termos, substitui-se n por +oc0.

e Chaves, paréntese e colchetes em negrito denotam, respectivamente, conjuntos,
sequéncias e intervalos de ntmeros reais (vide apéndices B, C e H). Em outras

situagoes, estes stmbolos nao estao em negrito. Exemplo: 1—{243+[4—(5+6.7)] }%.
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Apéndice B - Conjuntos

Congunto, elemento e pertinéncia sao conceitos primitivos, isto é, nao sao definidos.
Intuitivamente, conjunto é um grupo qualquer de objetos (seus elementos).

Existe ainda o caso especial do conjunto sem elemento - o conjunto vazio: @.
Dado um conjunto A e um elemento z, ha duas possibilidades: ou z € A ou = ¢ A.

Um conjunto costuma ser representado listando os seus elementos ou caracterizando-
os por meio de propriedades. Exemplo: X = {a;e; i} = {vogais da palavra matematica}.

Definimos A C B<= € B,VreAe A ¢ B<«<= do € A:x € B. Costuma-se
dizer que A é subconjunto de B quando A C B. Exemplos: {a;i} C X e {a; 0} ¢ X.

Para quaisquer conjuntos A, B, Ctemos A CA; 9 CA;ACBeBcCcC= A CC(,
A C BeB C A < A = B. Esta ultima propriedade significa que dois conjuntos

sao iguais quando possuem exatamente os mesmos elementos, nao importando a ordem.
Exemplo: {e; i} = {i;e}.

Conjuntos ordenados sao ditos sequéncias. Para denoté-las, utilizamos parénteses

em vez de chaves. Exemplo: (e i) # (i;e).

Dados dois conjuntos A e B, temos as seguintes operacoes:

AUB={x]| =z € A oux e B} (A unido B);

ANB={x]| z € Aexe B} (A intersegao B);

A—-B={z| z€Aex¢gB} (A menos B);

AxB={(z;y)| v € AeyeB} (A produto cartesiano B).

Se X ={aje;i}eY ={e;i;o0} entao XUY ={aje;i;o}, XNY = {e; i},
X =Y ={a}, X x Y = {(ase); (a31); (a50); (e5e); (e51); (e50); (ize); (i31); (i30)}.
Entre as varias propriedades operacionais dos conjuntos, ressaltamos que a uniao e a

intersegao sao comutativas (AUB =B U A e AN B =B N A, para quaisquer conjuntos A

e B). Porém, a comutatividade ndo vale para a diferenga nem para o produto cartesiano.
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Apéndice C - Conjuntos numeéricos

Definamos geometricamente os conjuntos numéricos a partir do estabelecimento da

reta real e do conceito de comensurabilidade.

Tomemos uma reta r, fixemos nela pontos O e A distintos e os associemos aos
numeros 0 e 1, nesta ordem. O segmento OA corresponde a unidade de comprimento.
Denotamos O =0e A = 1. O ponto B € r é simétrico ao ponto A se, e s6 se, for associado

— —
ao nimero —1, isto é, B = —1. Assim, o ponto O divide r nas semirretas OA e OB.

Sejam C e D pontos de r associados aos nimeros ¢ e d, ou seja, C = ce D = d.
Temos C EO—A)—{O} eD 6@)—{0} se, e somente se, ¢ > 0 e d < 0.

A reta r construida acima é dita reta real porque todo nimero de R associa-se

biunivocamente a um ponto de r.

Dois segmentos de reta sao comensuraveis quando existe um segmento que cabe uma

quantidade exata de vezes em ambos. Caso contrario, os segmentos sao incomensuréaveis.

Seja p € R associado ao ponto P € r. Ha apenas duas possibilidades: ou p € Q,
quando OP e OA s@o comensuraveis, ou p € I, quando OP e OA sao incomensuraveis.
Temos ainda p € Z se, e s6 se, OA cabe uma quantidade exata p de vezes em OP. Caso
peZeP e OA — {O}, entao p € IN = {15 23 3; ...}. Estas definigdes geométricas
evidenciam que NCZ CQCR, QUI=R, QNI=g,I=R - Q.

Exemplos: 1/2 = 0,5 € Q (ponto médio de OA), —1/9 = —0,111... € Q (simétrico
da nona parte de OA), v/2 = 1,41 € I (diagonal do quadrado de lado OA), 7 = 3,14 € 1
(circunferéncia de didametro OA), e = 2,718 € I (constante de Euler, que ¢ definida como
limite de (1 4 1/t)" quando ¢ tende ao infinito, isto &, tginoo(l +1/t) =e).

Temos R* =R - {0}, Ry ={z € R|z >0} =[0; + oo, R. ={z € R|z <0} =
| —00;0], Ry ={z € R|z >0} =]0; + o], RE ={z € R|z <0} =] — 00;0[.

Também podemos definir IN pelos axiomas de Peano (vide Apéndice D), Z pela
uniao disjunta N U {0} U { —n, Vn € N} e Q por {m/n, V(m;n) € Z x N}.
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Apéndice D - Principio de Inducao

Os “axiomas de Peano” que definem IN sdo (1) Todo ntimero natural n tem um s6
sucessor, que é n+ 1; (2) Numeros naturais distintos tém sucessores distintos; (3) O 1 é o
tinico numero natural que nao é sucessor de outro; (4) Dado X C N;se 1 € Xesen+1 €
X, para cada n € X, entao X = N (MORGADO, 2015).

O axioma (4) é o Principio de Indu¢ao Finita (PIF). Ele fornece o eficiente mé-
todo da indugao ou recorréncia para construir definicoes e demonstrar teoremas em IN.

Enunciemo-lo em forma de propriedades:

Seja P(n) uma propriedade relativa ao ntumero natural n. Suponhamos que
i) P(1) é valida;
ii) Para todo n € IN, a validez de P(n) implica a validez de P(n + 1).
Entao, P(n) é valida para todo n € N (MORGADO, 2015).

1 n+1 n
Exemplo 1: Y ay=ar1e ) ap = <Z ak.) + ant1, Vn € IN (definicdo de somatorio).
k=1 k=1 k=1

1 n+1 n
Exemplo 2: [[axr=a1e [] ax = <H ak> .Qp+1, Vn € IN (definigdo de produtorio).
k=1 k=1 k=1

Exemplo 3: P(n): Y (2.k—1) =n?,Vn € N (propriedade de ntimeros fmpares).
k=1
1
i) P(1) é valida porque Y (2.k —1) =2.1 —1 =1 =12 (base).
k=1

n
ii) Se Y (2.k — 1) = n?, com n escolhido arbitrariamente em IN (hipétese), entdo
k=1
n

[i (2.k — 1)] +@2n+1)=n2+2n+1),donde > (2.k+1) = (n+1)? (tese).
k=1 k=1

Exemplo 4: (x+1)">14+nax,VneNexz>0em R (desigualdade de Bernoulli).
i) P(1) é valida porque (z + 1)! =2 +1 =1+ 1.2 (base).
ii) Supondo (z 4+ 1)"™ > 1 + n.z, para um arbitrario n € IN (hipétese), temos
(x+1)"(x+1) > (1+nz).(r+1) = (2+1)"" >z+na?+1+nz>1+(n+1).2 (tese).

Da desigualdade de Bernoulli, segue: M(n) > M,(n), Vn € IN (subsegao 2.4.4).
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Apéndice E - Poténcias

Apresentamos neste apéndice uma sequéncia de defini¢oes e propriedades relativas

a potenciagao, que resumem as principais caracteristicas desta operacao.

Dados z,y € R, a poténcia de base x e expoente y é denotada por x¥. Ela é
um numero real, desde que x e y nao sejam ambos nulos, que z # 0 Vy < 0 e que
r > 0 Vy ¢ Z. Podemos definir esta operacao em R tomando x € R e as quatro

premissas abaixo:

(E1) 2! =z e 2" = 2"z, Vn € N (definigao por recorréncia).
(E.2) a™m.a" = 2™ ¥Ym,n € N (propriedade fundamental).
(E3) 2 #0 = 2" =1¢e 27! = 1/x (definicao de poténcias com expoentes 0 e —1).

(E4) 2 > 0= 2" = {/z,Vn € N (defnicio de radiciacio).

De (E.1), concluimos que ™ é o produto de n fatores iguais a = (E.5). Dai, consta-
tamos a validade de (E.2), pois os dois membros da igualdade correspondem ao produto

de m + n fatores iguais a x.
De (E.2), segue que ™! .x™2 g™ . g"Mn = gmitmatmstotme i, N, Em parti-
cular, se my = mg =mg = --- =m, = m, entao (™))" = 2™" (E.6).

Respeitando-se as restri¢oes iniciais, estende-se (E.2) para m,n € R (LIMA et al,
2006a). Dai, (E.6) também é vélida para quaisquer m,n € R. Aceitando esta validade,
temos 7" =z~ = [z 1" = [1/z]" = 1 /2™ (E.7).

Por exemplo, (1,1)* = (1,1)%.(1,1) = (1,1).(1,1).(1,1) = 1,331. Reciprocamente,
(1,331)'3 = $/(1,331) = 1,1. Além disto, como (1,1)™* = 1/(1,1), entdo (1,1)™3 =
(L)~ = [1/(LD)]P = 1/(1,331).

Para todo n € IN e z € R, ressaltamos mais dois resultados importantes da poten-
clagio: z > 1= 1" >1"e <z <1= 0< 2" < 2" (E.8).

Exemplificando, temos (1,1) > 1 = (1,1).(1,1)% > 1.(1,1)* = (1,1)'% > (1,1)%
e (0,1) < 1= (0,1).(0,1)® < 1.(0,1)® = (0,1)'% < (0,1)*.
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Apéndice F - Logaritmos

Apresentamos neste apéndice o bésico sobre logaritmos. Para isto, iremos considerar

que y, T, x1, 2 € R} e que y # 1.

Definimos o logaritmo de x na base y igual ao expoente z € R a que se deve elevar
y, de modo que esta poténcia seja x, isto ¢, log, v =z <= y* =x (F.1).

Desta definicao decorre a propriedade fundamental dos logaritmos, que transforma
produto em soma: log, (71.72) = log, z1 + log, xo (F.2). Para prové-la, escrevamos
log, r1 = p e log,z2 = q, isto &, y¥ = x1 e y? = 3. Dal, temos y*.y? = z1.27 <

F.1
Yy’ = x.29 &y log, (71.79) = p + q = log, 1 + log, xs.

Entre outras propriedades, temos as imediatas log, 1 = 0 (F.3) e log,y = 1 (F.4).

Mas destacamos a seguinte: log, 2" = n.log, x,Vn # 0 (F.5). De fato, n.log, z = ¢ <=
F.1 F.1
log, = c/n £y Y/ = 1 = (y/")" = 2" = y° = 2" &y log, 2™ = c.

Temos aqui um eficiente recurso para resolver y* = x, na variavel z. Por (F.1),
obtemos imediatamente z = log, x. Equivalentemente, aplicando log, aos dois membros
da equagao exponencial, temos log, y* = log, =, donde, por (F.5), 2. log, y = log, z, que,

por (F.4), acarreta z = log, .
Notacoes especiais: logx = log,,x e Inz = log, =, onde e é a constante de Euler.

Exemplo: 10" = 2 = log 10" = log2 = n.log10 = log2 =— n.1 = 0,301 =
n = 0,301. Observagao: log2 = 0,301 pode ser obtido com uma calculadora cientifica ou

uma tabua de logaritmos decimais, mas ¢ interessante notar que 10° =1 < 2 < 10 = 10%,
que 10°% 221,995 < 2 < 2,512 2 10%* e que 10°3% = 1,99986 < 2 < 2,00447 = 10392,

Para um estudo mais completo dos logaritmos recomendamos Lima (2016).
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Apéndice G - Funcoes

Dados os conjuntos X e Y, uma fun¢ao f: X - Y (f de X em Y) é uma regra que
diz como associar a cada elemento € X um elemento y = f(z) € Y (LIMA et al, 2006a).

A funcao [ : R — R & funcao polinomial do 1° grause 3A € R* e 3B € R tais que
f(x)=Ax+ B,VzeR.

Se A > 0 entao f ¢é crescente e seu grafico ¢ uma reta ascendente.

Se A < 0 entao f é decrescente e seu grafico é uma reta descendente.

Exemplos: f,g9: R — R tais que f(z) = 10.z 4+ 100 e g(x) = —10.2 + 100.

Y f

AN

—10 0 10

Quando A,B€Re f(x) =Axz+ B,Vz € R, diz-se que f : R — R é fungao afim.

A funcao f : R — R é funcao exponencial quando existem C,D € R tais que
flz)=C.D*, Vx € R.

Se D > 1 entao f é crescente e seu grafico é uma curva exponencial ascendente.
Se D < 1 entao f é decrescente e seu grafico é uma curva exponencial descendente.

Exemplos: f,g9: R — R tais que f(z) = 100.(1,1)" e g(x) = 100.(0,9)".

10
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Apéndice H - Progressoes

Uma sequéncia (a,) = (a1; as; as; ...) nada mais é do que um conjunto ordenado.

e (a,) é Progressao Aritmética (PA)sedreR |a,.1 =a, +7r,VneN.

(TPA) a, = a; +r.(n—1), Vn € N (provamos a seguir pelo PIF - Apéndice D).
Prova: (i) a; = ay +r.(1 —1);
i) ap=a1+r(n—-1)=a,+r=a1+r.(n—1)+r
— appy=a+r(n—1+1)=a+r(n+1)—1).

(SPA) Y70 ap = =& (‘““” , Vn € N (provamos a seguir pelo PIF).
Prova: (i) Y, ar = a; = (a1+a1),
(ii) Zk 1k = M = ZZ:1 ag + Apt1 = W + Apy1
— ZrkLJri ap = n.(a1+an2)+2.an+1 _ n-(a1+an+1—7”2)+an+1+an+1
_ n.aitnanpi—nortanpitaitrn (n+1).a1+(n+1).an4+1 _ (n+1).(a1+an+1)
2 2 2 :

e (a,) ¢ Progressao Geométrica (PG)se 3¢ € R | ay1 = a,.q, Vn € IN.

(TPG) a, = a;.¢" Y, ¥Vn € N (provamos a seguir pelo PIF).
Prova: (i) a; = a;.¢'~Y;

(i) ap = a1.¢q" Y = a,.q = a1.¢" Y q

— Ap+1 = al_q(”_1+1) = al_q((n‘f'l)_l)'

(SPG) >0, ar = ay. (1 . ) q#1,¥n € N (provamos a seguir pelo PIF).
Prova: (i) Shoy o = ar = an. (52) g # 1
(i) Yhoy o = ar (L) g #1
= 22:1 ap +apy1 = ay. (11 7 ) + apt1 = M +ai.q"

n+1 _ ai—a1.¢"+a1.¢".(1=q) _ ai—a1.q"*t! _ 1—gmt?
= D ey G = 1—¢ =T 14 T M@ \T1q )

(SPGoo) 33055 ar = 2o ld <1, VneN
Prova: Se |g| < 1 e n cresce indefinidamente, entdo ¢" tende a zero - con-
sequéncia do item (E.8) do Apéndice E. Dai e de SPG, segue SPG,
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Apéndice I - Relacao entre funcoes e

Progressoes

Toda sequéncia numérica é uma funcao real de dominio discreto. Podemos definir a

sequéncia (a,) pela fun¢ao f: IN — R tal que f(n) = a,.

Em particular, a funcao polinomial do 1° grau pode ser caracterizada por transfor-

mar PA em PA, assim como a func¢ao exponencial pode ser caracterizada por transformar

PA em PG.

Seja uma PA qualquer (a,) de razao r e sejam as fungoes f,g : R — R dadas por
flr)=Az+Bcom AeR*e BeR, e g(x)=C.D* com C,D € ]0;+ oo|.

e Aplicando a fungao polinomial do 1° grau [ ao termo geral da PA (a,), temos:
flan) = Aap +B 2 Aoy +r.(n—1)]+ B = (Aa; + B) + (Ar).(n — 1).
Este é o termo geral da PA (f(a,)), com 1° termo f(a;) = A.a; + B e razao A.r.

Exemplo: A funcao f, dada por f(z) = 100.2+10V z € R, transforma (132333545 ...)
na PA (11031203 130; 1403 ...) de razao 10.

e Aplicando a fungao exponencial g ao termo geral da PA (a,,), temos:

g(a,) = C.Do "BY ¢ plavtrn=1) — ¢ por (Dr)n),

Este é o termo geral da PG (g(a,)), com 1° termo g(a;) = C.D™ e razao D".
Exemplo: A func¢ao g, dada por g(x) = 100.(1,1)* Vz € R, transforma (152353345 ...)
na PG (110,003 121,005 133,103 146,41 ; ...) de razdo 1,1.

A consulta a este apéndice é, particularmente recomendada para a secao 2.4, que
trata de juros simples e de juros compostos, pois eles se relacionam, respectivamente, com

PA e com PG, bem como com a fun¢ao polinomial do 19 grau e com a funcao exponencial.
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Apéndice J - Capitalizacao continua

Diferente das capitalizagoes composta e simples, em que os juros ocorrem ao final de

cada periodo, na capitalizagao continua, os juros ocorrem a cada instante infinitesimal.

Se 27% ao ano for capitalizada mensalmente, corresponde & taxa mensal 27% /12 =
2,25%, que equivale a taxa anual (1 + 2,25%)'? — 1 = 30,605%.

Se 27% ao ano for capitalizada diariamente, corresponde a taxa diaria 27% /360 =
0,075%, que equivale & taxa anual (1 + 0,075%)3%° — 1 = 30,983%.

Se 27% ao ano for capitalizada por hora, corresponde & taxa horaria 27% /8640 =
0,003125%, que equivale a taxa anual (1 + 0,003125%)%¢40 — 1 = 30,996%.

Em geral, 27% ao ano, capitalizada a cada periodo p = (1 ano)/n, equivale a taxa
anual de juro j = (14 27%/n)" — 1.

A taxa nominal anual de 27% pode ser continuamente capitalizada mediante a taxa
instantanea de juro i, que é o limite de j quando n tende ao infinito (n — +o0).
Denotamos: ij,s = lim (1 +27%/n)" — 1.

n—-+o0o

Tomando 27%/n = 1/t, temos n = ¢.27%. Logo, n — +oo significa ¢.27% — +o0

que, por sua vez, sO é verdade se t — +o00. Portanto, i, = tli+m (1+ 1/ — 1 =
—+00

*

27%
lim [(1 + 1/t)t] S E e 12 (),300964451 = 30,9964451%.
—400

Como era de se esperar, os resultados anteriores (30,605%; 30,983%;3 30,996%) se

aproximam sucessivamente da taxa instantanea (7).

Na passagem indicada por *, utilizamos a definicao do ntimero e citada no Apéndice

C e propriedades béasicas dos limites, presentes em Guidorizzi (2008).

Para generalizarmos a féormula da taxa instantanea, basta tomarmos ¢ em vez dos

27% ao ano. Assim, a taxa instantanea de juro equivalente & taxa i é iy = €" — 1.

Pelo teorema T-2.1, sabemos que o capital C', a taxa de juro i, gera o montante
M(n) = C.(1+4)", em n periodos de i. Se esta taxa for capitalizada continuamente, sera
equivalente a taxa ijg = €' — 1. Logo, no mesmo prazo n, o montante desta capitalizacao
continua é My (n) = C.(1 + tiuet)” = C.(1 + €' — 1)" = C.e'".
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